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NUMEROS COMPLEJOS
CONCEPTOS

En el conjunto de los nimeros reales, una ecuacién tan sencilla como x> + 1 = 0 no se puede
resolver ya que es equivalente a x> = -1 y no existe ninglin nimero real cuyo cuadrado sea
negativo. Asi, para resolver este tipo de ecuaciones, es necesario construir un conjunto de nimeros
que contenga a los reales y en el que se puedan calcular las raices cuadradas y, en general, de
indice par de numeros negativos.

Un numero complejo es un nimero de la forma a+bi, donde a y b son nimeros reales, llamados
parte real y parte imaginaria respectivamente, e i es la unidad imaginaria que se define como
i=+/-1.

El conjunto de nimeros complejos es C = {a+bi | a, b € R}.

Los niumeros complejos con parte imaginaria no nula, es decir de la forma a+bi con b = 0, se llaman
ndmeros imaginarios y si ademas la parte real es nula, es decir son de la forma bi, se llaman
ndmeros imaginarios puros. Si la parte imaginaria del nimero complejo a+bi es nula, entonces
se tiene el nimero real a+0/ = a, de donde se deduce que R c C.

Se dice que dos numeros complejos son iguales si lo son sus partes reales y sus partes
imaginarias. Es decir, a+bi = c+di si se verificaa=cy b =d.

Ejemplo 1:
a) \/5-4/ es un numero complejo con parte real \/5 y parte imaginaria -4.

b) El nimero real -2 se puede considerar como un numero complejo con parte real -2 y parte imaginaria O, ya que se puede

escribir -2 = -2+0i.

2. , . . .2 , . . .
¢) Ziesun namero complejo con parte real 0 y parte imaginaria 7, por tanto, es un nimero imaginario puro.

Dado un nimero complejo, a+bi, su conjugado es otro numero complejo que tiene la misma parte
real y la parte imaginaria de signo contrario. Se representa a+bi = a-bi.

4 _ - .
3+|, 5=5, 2i =-2i

Ejemplo 2: 3+4i = 3-4i, E_i =

Se verifica que el conjugado del conjugado de un nimero complejo es el mismo namero, es decir,

a+bi = a+bi.

Algunas ecuaciones que no se pueden resolver en el conjunto de los nimeros reales, tienen solucién
en el conjunto C. En general, se verifica que toda ecuacion polinédmica con coeficientes reales de
grado n tiene n soluciones en el conjunto de los niumeros complejos, pudiendo ser éstas numeros
reales o imaginarios. Ademas, si tiene como solucién un nimero imaginario, también es solucién el
conjugado de éste.
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Ejemplo 3:

2 . 2 . . . . .
a) La ecuacion x° + 9 = 0 es equivalente a x° = -9, por tanto, no tiene solucién en R. Sin embargo, si la tiene en C ya que
en este conjunto se pueden realizar las siguientes operaciones:

x=2-9=+9-1=4+3j

Por tanto, en el conjunto de los nimeros complejos la ecuacion tiene dos soluciones que son x = -3jy x = 3i y se observa

que son nimeros complejos conjugados entre si.

b) La ecuacion x“ - 4x + 5 = 0 no tiene solucién en R, ya que aplicando la formula de resolucion de ecuaciones polinémicas

4+[(4)°-415 42
2

de segundo grado se tiene x = > =

y se concluye que no existe solucién real ya que el

discriminante es negativo. Sin embargo, si la ecuacién se resuelve en el conjunto de los niumeros complejos tiene dos

a+-4 4+a~-1 ax2i [2+
2 - 2 2 T o
Por tanto, las soluciones en C son x = 2+i y x = 2-i, que son dos nameros imaginarios conjugados entre si.

soluciones que son x =

c) La ecuaciéon x° - x* + 16x — 16 = 0 tiene una solucién real que es x = 1. Aplicando la Regla de Ruffini se obtiene:

x> - x% + 16x — 16 = (x—l)(x2 + 16)

Como la ecuacion x“ + 16 = 0 no tiene solucion en R, se concluye que x = 1 es la Unica solucion real de la ecuacion
inicial.

Sin embargo, en C tiene otras dos soluciones, ya que en este conjunto se tiene:

4i
X*+16=0 & x°=-16 o x=24-16=+16+-1 ={ ui
-4
Por tanto, las soluciones de la ecuacion inicial en C son x = 1, x = 4/ y x = -4/, siendo las dos ultimas dos nameros

complejos conjugados entre si.

OPERACIONES

Suma de ndmeros complejos
Dados dos nimeros complejos se define su suma como otro niumero complejo cuya parte real es la

suma de las partes reales y cuya parte imaginaria es la suma de las partes imaginarias.
(a+bi) + (c+di) = (a+c)+(b+d)i

Ejemplo 4:

a) (3-2i) + (4+5i) = (3+4)+(-2+5)i = 7+3i

P . . . B 1. 3 2. .
b) En la practica es habitual no poner cada sumando entre paréntesis. Asi, para sumar 4+§/ y5+3ise procede como sigue:

4+l.+§+2._4+§+ .2 '—£+1'—g+'
R T I D T

Propiedades
1. Asociativa: [(a+bi) + (c+d)] + (e+fi) = (a+bi) + [(c+di) + (e+f)]
2. Elemento neutro: es el nUmero 0 = 0+0/, ya que se cumple (a+bi) + 0 = 0 + (a+bi) = a+bi

3. Elemento simétrico: Dado a+bi su elemento simétrico, llamado opuesto, es -(a+bi) = -a-bi,
ya que se cumple (a+bi) + (-a-bi) = (-a-bi) + (a+bi) =0
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4. Conmutativa: (a+bi) + (c+di) = (c+di) + (a+Dbi)

Con estas propiedades se puede decir que el conjunto de los niumeros complejos con la operacion
suma es un grupo conmutativo.

El hecho de que dado cualquier niumero complejo exista su elemento opuesto permite definir la
resta en C de la forma:

(a+bi) - (c+di) = (a+bi) + (-(c+di)) = (a+bi) + (-c-di)) = (a-c)+(b-d)i

que es una operacion interna.
Producto de nimeros complejos

Dados dos nimeros complejos a+bi y c+di su producto es otro niumero complejo de la forma

(a+bi).(c+di) = (ac-bd) + (ad+bc)i
Ejemplo 5: (3-2/).(4+7/) = (3.4-(-2)7) + (3.7+(-2)4)i = 26+13i
Propiedades
1. Asociativa: [(a+bi).(c+di)].(e+fi) = (a+bi).[(c+di).(e+fi)]
2. Elemento neutro: es el numero 1 = 1+0j, ya que se cumple (a+bi).1 = 1.(a+bi) = a+bi

3. Elemento simétrico: Dado a+bi # 0, su elemento simétrico, llamado inverso, es (a+bi)™ =

b . b | b |
# - 224+p2/» yaque se cumple (a+b/).(# - m/) = (ﬁ - m/).(a+b/) =1

4. Conmutativa: (a+bi).(c+di) = (c+di).(a+Dbi)
5. Distributiva respecto de la suma:
(a+bi).[(c+di) + (e+f)] = [(a+bi).(c+d)] + [(a+bi).(e+f)]

Con estas propiedades y las enumeradas para la suma se puede decir que el conjunto de los
nuameros complejos con las operaciones suma y producto es un cuerpo conmutativo.

En la practica, el producto de dos nimeros complejos se obtiene multiplicando las expresiones a+bi
y c+di utilizando la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que i = -1:

(a+bi).(c+di) = ac+adi+bic+bdi? = ac+adi+bci-bd = (ac-bd) + (ad+bc)i

Ejemplo 6:

a) (3+0).4i =12/ + 47 = 12i - 4 = -4 + 12j

1.2, _2_ 10 4. 205 _2 10 4\ ._-10 62,
b) (3+5/).(2+1OI)—3+ 3 i +gi+g5i —3—4+ 3+5)/— 3 ti5/
Ejemplo 7:
. i 5 7 . 5 7 .
+ - = -5
a) El elemento inverso de 5+7/ es 52,72 52+721 74" 74!

e

b) El elemento inverso de \IC_SI es 3 i

© Proyecto de innovacién ARAGON TRES 3



CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 4. Nimeros reales y nimeros complejos

Autoras: Gloria Jarne, Esperanza Minguillon, Trinidad Zabal

El hecho de que dado cualquier niUmero complejo no nulo exista su elemento inverso permite definir
la division en C como:

d . bd bc-ad . . .
(a+bi):(c+di) = (a+bi).(c+d)™* = (a+bl).(cz_id2 - 2 d? /) = ig:dz + C2C+Zzl, sic+di =0

. a+bi
En la practica, para calcular (a+bi):(c+di) = c+di’

por el conjugado del denominador y realizar operaciones:

a+bi _ (a+bi(c-di) _ (ac+bd)+(-ad+bc)i  (actbd)+(-ad+bc)i ac+bd N bc-ad .
c+di — (c+di(c-di) =~ (P+dD+(-cd+dc)i — +d? =+ T E+P!

basta multiplicar el numerador y el denominador

Este mismo proceso se puede utilizar para calcular el inverso de un ndamero complejo no nulo,

escribiéndolo de la forma (a+bi) ' = y realizando la division.

~ a+bi
Ejemplo 8:
. . c a2 .
. _ 11+10i _ (11+10)(1-4i) 11-44i+10i-40i° 51-34i _ _.
Q) (U+100:(1+4) =T = Cvania) = 1167 - 17 =32
_ -3+7i -3+7i -3+7i -
b) (—3+7/)1 1 1(-3+71) 3+7i -3 7/__3+li

T 3+7i T (-3+7)(-3-7)) T 949”2 58 58" 58

Las siguientes propiedades relacionan las operaciones anteriores con el calculo del conjugado de un
ndmero complejo.

Propiedades

1. k(a+bi)y =k a+bi,siendo k € R

2. (a+b)+(c+di) = a+bi + c+di

3. -(a+bi) = - a+bi

4. (a+bi).(c+d) = a+bi. c+di

5. (a+bht = (a + b/')i1

6. (a+bi):(c+di) = a+bi: c+di

REPRESENTACION GRAFICA

Los numeros complejos se representan en el plano. Para ello se consideran los ejes coordenados y
se representan en el eje de abscisas la parte real del nimero complejo y en el eje de ordenadas la
parte imaginaria. Asi, dado el nimero complejo a+bi, su representacion en el plano se corresponde
con el punto dado por el par (a, b). Y reciprocamente, dado un punto en el plano definido por el par
(a, b), este punto representa el numero complejo a+bi.
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Debido a la correspondencia biunivoca que se establece entre los nUmeros complejos y los puntos
del plano, éste recibe el nombre de plano complejo, el eje de abscisas se llama eje real, y el eje de
ordenadas, eje imaginario.

eJe Imaginario

a+bi

S *

|

|

= I = eje real
| |
| |
.- - — — — 1 - - —___ *
-{a+bi) = -a-bi -b b = 3-bi

Propiedades

1. Los numeros complejos con parte imaginaria nula (nimeros reales) se representan en el gje
de abscisas.

2. Los numeros complejos con parte real nula (nUmeros imaginarios puros) se representan en
el eje de ordenadas.

3. Un ndmero complejo y su opuesto vienen representados en el plano por puntos simétricos
respecto al origen.

4. Un nuamero complejo y su conjugado vienen representados en el plano por puntos simétricos
respecto al eje de abscisas.

Ejemplo 9: A continuacién se representan en el plano complejo los nimeros -2+3i, 3 e i.

FORMA POLAR Y FORMA TRIGONOMETRICA

La forma en que hasta este momento se han representado los nimeros complejos se llama forma
bindmica; sin embargo, no es la Unica posible. Asi, el nUmero complejo a+bi se puede escribir de
otras dos formas que facilitan la realizacién de ciertas operaciones. Para ello, previamente se han de
definir los conceptos de mddulo y argumento de un nimero complejo.
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El médulo o valor absoluto del nimero complejo a+bi es la distancia del origen de coordenadas al
punto (a, b) que representa al nUmero complejo a+bi. Se denota la+bil.

Aplicando el Teorema de Pitagoras, se obtiene que la+bil = \/az + b

El argumento de un nimero complejo a+bi no nulo es el angulo que forma el eje OX positivo con
el vector que une el origen de coordenadas con el punto (a, b). Se denota arg(a+bi).

Aplicando trigonometria, se comprueba que arg(a+bi) = arctg(g). (Ver Unidad Didactica 3)

En esta Unidad Didactica se considera que 0 < arg(a+bi) < 2m, aunque es igualmente valido
considerar que el argumento esta en cualquier otro intervalo de longitud 2n, por ejemplo, que se ha
de verificar, -nm < arg(a+b/) < m.

En la siguiente figura se muestran graficamente el mdédulo y el argumento de un nimero complejo
a-+bi, que también es habitual denotarlos por py 6, respectivamente.

F+br

= siendo p = la+bil y 6 = arg(a+bi)

Ejemplo 10:
b
a) El modulo de 3i es 3y el argumento es 5 como se observa en la figura.

ar

3n
b) El moédulo de -2/ es I-2il = 2 y el argumento es arg(-2/) = — como se observa en la figura.

=27

1 =
c) El médulo de 1+i es 11+il = \’12+12 = \/5 y el argumento es arg(1+/) = arcth =2

. . . 2 2 -1 51
El médulo de -1-j es I-1-il = \/(—1) +(-1)" = \]E y el argumento es arg(-1-/) = arctg”y =,
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Observar que los argumentos de los dos numeros complejos son iguales a arctgl, aunque toman diferente valor

dependiendo del cuadrante en que se esté, como se observa en las siguientes figuras.

d) El médulo de 7 es |7l = \/(7)2 = \/49 = 7 y el argumento es arg(7) = arctg% =0

La forma polar de escribir el nimero complejo a+bi es P, siendo p el médulo y @ el argumento de

N ]

a-+bi.
Ejemplo 11:

La forma polar de cada uno de los niumeros complejos del ejemplo 10 es:

a) 3i= 37:

/2
b) 2i=2, .

) 1+i=\2_, i =25,
0 7=7,

Aplicando conceptos de trigonometria (Unidad Didactica 3), es inmediato deducir que dado un
numero complejo a+bi, su médulo p y su argumento & el argumento, se cumple que a = p cosé y
b = p send, de donde surge la forma trigonomética de escribir un nimero complejo.

La forma trigonométrica de escribir el niumero complejo a+bi es p (cosf + isenf) siendo p el
maddulo y 8 el argumento de a+bi.
Ejemplo 12:
a) Se calcula a continuacion la forma polar y la forma trigonométrica del nidmero complejo -1+i.
Para ello es necesario calcular su moédulo y su argumento:

-1+ p =11+ =\[(-1)%+12 =2

1 31
0 = arg(-1+i) = arctg=y =

- . 3T . 37
Por tanto, la forma polar es \/E R4 la forma trigonométrica \]E cos™, +isen |

31/

b) Se calcula a continuacién la forma binémica y la forma trigonométrica del nimero complejo 275'

Al estar dado en forma polar, es claro que su mddulo es 2 y su argumento es T, por tanto, la forma trigonométrica es

2(cos m + i senT) y operando se obtiene la forma bindmica 2(cosT + i senT) = 2(-1+/0) = -2.
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T b
c) La forma binémica del niumero complejo \/5 <c035+isen5) se obtiene sin mas que hacer cuentas:
T b
\3 (cosE+isenE) =+/3 (0+i1) =+/3i

La forma polar es inmediata teniendo en cuenta que el médulo es \/.73 y el argumento es 5, asi el nimero complejo en

forma polar es \/ETEIZ'

Operaciones en forma polar y en forma trigonométrica

Las formas polar y trigonométrica permiten que la realizacion de determinadas operaciones de
numeros complejos se simplifiquen.

Asi, dados dos niumeros complejos Py = p(cosB+isend) y o = w(cosa+isena) se tiene:

1. EIl producto de dos nimeros complejos tiene por moédulo el producto de los mdédulos y por
argumento la suma de los argumentos.

En forma polar: Py = (p.a))gw
En forma trigonomeétrica: p(cosé+isend).w(cosa+isena) = (p.a))(cos(&ka)+isen(&|-a))

2. El cociente de dos numeros complejos, siendo el denominador no nulo, tiene por médulo el
cociente de los mdédulos y por argumento la resta de los argumentos.

0
En forma polar: —= (‘Q)
@ w)0-a

a

p(cosf+isend) p
w(cosa+isena) o

En forma trigonométrica: (cos(0-a)+isen(6-))

3. La potencia n-ésima de un ndmero complejo tiene por moédulo la potencia n-ésima del
maodulo y por argumento n veces el argumento.

En forma polar: (p)" = (0"),,
- , - - n n -
En forma trigonométrica: (cosé+isend) = p"(cos(n@)+isen(nf))
Ejemplo 13:

2
_ _ ; o3 _ (2 _ (2 . 3_ .3 _
2) ‘Enm' 23~ (‘E"Z)n/4+n/3 - (Z‘E’)?nllz’ \3 4 - (\]:_3)11/3-75/4 - (\]:_3)11:/12 ’ (275/3) = @33= 8
T

b) Para calcular el producto (2-2/).(1+/), los niUmeros complejos se pueden expresar en forma polar, realizar el producto vy,

finalmente expresar el resultado en forma bindmica.

-2 In
El modulo de 2-2i es p = 12-2il = \l (2)2+(—2)2 = \/§ = 2\/5 y el argumento es 0 = arg(2-2i) = arctg—" = . Por tanto, la

forma polar es (2\15)771/4'
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1 T«
Anédlogamente, el moédulo de 1+i es @ = I1+il = \[(1)2+(1)2 = \/5 y el argumento es a = arg(1+i) = arcth =2 Por
tanto, la forma polar es \/En/4'

El producto en forma polar es (2\15)771/4' \IETE/4 = (2\/5\/5) In/AsT/a = 4 an/a = 427[ = 40.

Finalmente, la forma binémica del producto es 4(cosO+isenQ) = 4.

Otra operaciéon que se simplifica al expresar un nimero complejo en forma polar es el calculo de sus
raices n-ésimas. Las raices n-ésimas de un namero complejo cuya forma polar es p,son:

n

\/,_o(‘%zkn)/n parak =0, 1, ..., n-1
Ejemplo 14:
a) Las raices cuadradas de 4rc/3 son \/Z(n/3+2kn)/2 para k = 0, 1, es decir, 21[/6 y 2775/6'

b) Las raices cubicas de 8/ se pueden calcular de forma sencilla mediante la forma polar del nimero complejo.

. . . T
Representando en el plano el numero 8i se deduce que su mdédulo 8 y que su argumento es > de donde la forma polar es

8Tc/2'

. . 3 _ .
Las raices cubicas de 81r/2 son \lg(n/2+2kn)/3 para k =0, 1, 2 es decir, 2n/6' 2575/6 y 2375/2'

La forma binémica de cada una de las tres raices es:

s Vs \/5 1
271/6:2 cos— +isen— | =2 — +i— =\]I—3+i

6 6 2 2

57 5=z N Jiei
25n/6_2 cos— +isen— | =2 +i— |=-A3+i

6 6 2 2

3r 3z ) )
231[/2 = 2| cos ? + isen ? = 2 (0+i(-1)) = -2i
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