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¢ Cémo operar con -1?

Vamos a proceder como los antiguos algebristas: cuando nos encontremos con -1 seguiremos ade-
lante operando con ella con naturalidad y teniendo en cuenta que (Y-1)* = —1.

1. Para comprobar que 4 y b son las raices de un polinomio, podemos poner (x—a)(x—b) y operar
para obtener dicho polinomio. Por ejemplo, vamos a aplicar esta técnica para comprobar que 2 +
3/-1 y 2- 3/-1 son las raices del polinomio x* —4x + 13:

[x-@+3{-D]lx-2-3/-1)] =
=x?—(2+43/-1)x-(2-3/-1)x+ (2+3/-1)(2-3/-1) =
=a?-2x-3/-1x-2x+3/-1x+22-(3/-1)? =22 —4x+4-9.(-1) =x? —4x + 13

m Halla las raices de la ecuacién x? — 4x + 5 y; aplicando la técnica que acabamos de ver, comprueba que efecti-
vamente lo son.

‘e 41«/126—20 _ 4¢2JT4= 4izzﬁ=2w_—l

[x- @+ D]x-@=D]= 22 - x@ - D) =22+ FD + @+ D) 2= 4-D) =
=x?—4x+4-2J-1+2{-1-(=1)=x%—4x+5

2. Comprobemos ahora que —8 tiene tres raices ctibicas: -2, 1+ y3/-1 y 1-3/-1.
La primera es clara:
(-2)° = (-2)(-2)(-2) =-8
Veamos la segunda:
T+ 3{-1)°=1+3.12. (y34-1) +3- 1 - (3/-1)2 + (J3/-1)% =
=1+343/-1 + 3(3)*(y-1)% + (3)*(4-1) =
=1+3y3y-1 +9(-1) +3/3(-1- J-1) =
=1+3/3/-1-9-3/3/-1--8
m Comprueba tii la tercera viendo que (1 — y3/-1)3 es igual a —8.
(1-434-1)3=1°-3-12.y3y-1+3-1-(3J-1) 2 - (34-1)° =
=1-3y3{-1+3-3-(-1)=33-(-1)y-1=1-3y3/-1-9+3y3/-1=-8
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1 ;Verdadero o falso?
a) El ndmero 7 es un nimero real. Por tanto, no es un nimero complejo.
b)Si & + bi es un nimero complejo, entonces no puede ser niimero real.
¢) Para que el ndmero complejo 2 + bi sea imaginario hace falta que « sea cero.
d) Para que el ndmero complejo a + bi sea imaginario es necesario que & sea distinto de cero.
e) El niimero 0 + 07 ni es complejo ni es real.
f) El niimero 5 no tiene conjugado.
g) Si un nimero complejo coincide con su conjugado, entonces es un niimero real.
h) Si un nimero complejo coincide con su opuesto, entonces es el cero.
i) Si el opuesto de un niimero complejo coincide con su conjugado, entonces es imaginario puro.
a) Falso. Los niimeros reales son niimeros complejos cuya parte imaginaria es cero.
b) Falso. Si 4 =0 el nimero complejo también es un ntimero real.
c) Falso. La parte real no influye. Es imaginario si su parte imaginaria no es nula.
d) Verdadero.
e) Falso. El nimero 0 + 07 es real pero no es imaginario porque su parte imaginaria es cero.
f) Falso. El conjugadode 5=5+07 es 5=5-0i
g) Verdadero. Si a+ bi=a—bi > b=—b — 2b=0 = b=0
Por tanto, su parte imaginaria es cero y es un nimero real.

{2a =0 = 2=0

h) Verdadero. Si a + bi=—a—bi — 2a+2bi=0 —
26=0 = 6=0
i) Verdadero (siempre que el niimero no sea cero).

Si—a—-bi=a—bi > —a=a = 2a=0 = a=0

2 De los siguientes nimeros complejos:
3+24, —y3+54, 24,7, 0

a) ;Cudles son nimeros reales? Ponlos en forma binémica.

b) ;Cuiles son imaginarios?

¢) ;Cudles son imaginarios puros? Ponlos en forma binémica.

d) Escribe el opuesto de cada uno de ellos.

e) Escribe el conjugado de cada uno de ellos.

a)7=7+0i y 2=2+ 07 son nimeros reales.

b) Los niimeros imaginarios son 3 + 2, —J3 +5i y 2i.

¢) 2i =0 + 2i es imaginario puro.

d) El opuesto de z2=3 +2i es —z=-3 - 2i. El opuesto de z=—y3+5i es —z =43 -5i.
El opuesto de z=2i es —z=-2i. El opuestode z2=7 es —z=—7.
El opuestode z=0 es —z=0.

e) El conjugadode z=3 +2i es z2=3-2i. El conjugado de z=—y3+5i es z=—y3-5i.
El conjugado de z=2i es z=-2i. El conjugadode z2=7 es z=7.
El conjugado de 2=0 es z=0.
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3 Representa graficamente los siguientes niimeros complejos y di cudles son reales, cuéles imagina-
rios y, de estos, cudles son imaginarios puros:

533 % + %i; 54 75 34 05 —1—d5 —75 4i

Si llamamos:
2, =5-3i z2=% %z‘ z3=-5i
z4=7 Z5= J3i z5=0
Z7=—1—i Zg=—7 29=4i

%9

A

25‘ o2
2.’8 z6 Z4
47
ozl
VZS

Son reales z4, 25 y zg. El resto son imaginarios. Son imaginarios puros z3, 25 y 9.

4 Resuelve las ecuaciones y representa las soluciones.

a)z2+4=0
b)z2+6z+10=0
©)322+27=0
d)3z2-27=0
a) 22+4=0 > 22=—4 - z=t{-4 —> z=12i fl
Las soluciones son z; =27 y z, = —2i.
y
(5]
b) 22 +6z+10=0 — z:_6zm=_62izi:—3i2i o
Las soluciones son: z; =3 +2i y 2, =—3 — 2i.
.22
Q) 3z22+27= 0 > z2=-9 - z=2/-9 > z=+3i =1
Las soluciones son z; =37 y 2, = —3i.
'Z
2
d)3z2-27=0 = 22=9 - z=+/9 —> z=%3 ’
Las soluciones son: z; =3 y 2, =-3. % ol
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5 Representa grificamente cada niimero complejo, su opuesto y su conjugado:

a)3-5i b)5 +2i
d)-2+3i €5
g 2i h) -5;
) 5-3-5i —z=-3+5i
VEZITN T2 545
—2z Z
\ /
Nt/
\ | /
\
\
\
zZ
—z=1+2i
c) z=—1-2i — {_ )
z=—14+2;
z —2z
z
) 5401 —-z=-5+0:
e) 2=5+0i — 250
_2 Z
B z
042 —2z=0-2;
g) z2=0+2i — =02

c) -1-2;
o
i) -2
—z=-5-2i
b) 2=5+2i — _ ]
z2=5-2i
Z
Pl
/,
_Z[/ \\Z
Oz243i >
=— -
EETETA T o023
Z
N
\
/ 1\
N\
z —Z
—z=0+07
f) 2=0+0; — y_ .
z=0-0;
—zZ|zZ
z
h) 0_s; —z=0+5;
=0-5; —
N T z=045i
—Zkg
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—z=2-0;
i) z2=—2+0i > _ )
z=-2-0;

N

6 Calcula 3, 7%, 2, %, 20, 21, 22, {23, Da un criterio para simplificar potencias de i de expo-
nente natural.

ll=l i5=l l'9=l' l~13=Z i17=i i21=i l~4n+l=l-

1-2:_1 l-6:_1 l-10:_1 l-l4:_1 l-18:_1 l-22:_1 l~4n+2:_1
11 1 1 2 - 4

P=—i il =—i iMl=—i =i iYY=—i =i 3o

=1 8=1 i12=1 i10=1 20=1 =1 =1

Criterio valido desde 7 = 0.
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1 ;Verdadero o falso?
a) La suma de un niimero complejo y su opuesto es 0.
b) La suma de un nimero complejo y su conjugado es un niimero imaginario puro.
¢) La suma de un nimero complejo y su conjugado es un niimero real.
d) El cuadrado de un nimero complejo cualquiera es un niimero real.
e) El cuadrado de un nimero imaginario puro es un niimero real.
f) El cociente de dos niimeros imaginarios puros es un nimero real pues Zf;, =2,

a) Verdadero. En efecto, (a + 6i) + (—a — bi) = 0.
b) Falso. Por ejemplo, (5 + 37) + (5 —3i) = 8.

¢) Verdadero. Porque (a + bi) + (@ — bi) = 2a es un nimero real.
d) Falso. Por ejemplo, (2 + )% =4 +4i+i*=3+4i noes un nimero real.
e) Verdadero. En efecto, (6i)? = 6%i% = —b? es un ntimero real.

f) Verdadero. Podemos simplificar la fraccién dividiendo numerador y denominador entre i.
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Hazlo ti. Obtén un polinomio de segundo grado cuyas raices sean 27 y —y2i.

P()=(x =20 [x = (V2] =(x =29 (x +20) = x* = (20)* = &7 = (-2)=x*+2

Hazlo ti. ;Cudnto ha de valer x para que (4 + 37)(3 —xi) sea real?
(4 +3))(3—xi) = 12 — 4xi + 9 — 3xi2 = 12 + 3x + (9 — 4x)i

Para que sea un niimero real su parte imaginaria debe ser cero. Por tanto: 9 —4x=0 — x= %

2 Efectiia las siguientes operaciones y simplifica el resultado:

a) (6 —5i) + (2 — i) — 2(=5 + 67) b)(2—3i)—(5+4z’)+%(6—4i)
O B +24) (4-2i) d) 2 +34) (5-6i) e) (i+1) B=24) (1 +37)
2+ 4i 1-4i 4+4i N 54i
f) 42 ® 3+s b 3ss U o
~ 1457 4-2i 2, (-39*(1-2i)
) 3.4 by =5 D 6_3(5+§’> m 2

) (6-5)+(2-1)—2(-5+6)=6-5i+2—i+10—12i=18—18;
b)(z_ai)-(5+4z')+%(6_41'):2_31'-5—4“3-2;':-9;'

) B3+2i) (4-2)=12—6i+8i—4i*=12+2i+4=16+2i

d) (2+3i) (5-64) =10—-12i+ 15i— 18i> =10 + 3i + 18 = 28 + 3;

e (—i+1)(3-2i) (1+3) =(3i+2i2+3-2i) (1+3)=(3-2-55) (1 +3i)
=(1-5) (1+3)=1+3i—5i—152=1+15-2i=16-2i

(2+44) (4+2i) _8+4i+16i+8:* | 20i _20i _;

{:) 2+4i: - = = =
4-2i (4-2i)(4+2i) 16 — 44> 16+4 20
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y1-4i (1-49G-9) _3-i-12i+4* 3-13i-4 -1-13i -1 13,
¥ 35 T B+)B-)) 9_;2 941 0 10 10
by 4+di _ (4+4)(3-5) _ —12-20i-12i-20: | -12-32i+20 _

3+5i (=3+5i)(=3-5i) 9_25:2 9425
8-32i 8 32. 4 16

- o 22, 4 16,

34 T34 3417 17
) S+l _ G+)(2+41) _—10+5i—2i+i® _-10+3i—1 _—11+3i _—11 3

27 (2-)(2+d) 4+l 5 s 5 st
y Lesi_ (1450 (3—4) _3-4i+15i-20 _3+11i+20 _23+11i _23 11,
V' 334 3+ 4i) 3 4i) 91672 9+16 25 2525
k) 4—'2Z'= (4_21)(_1) =—4i+2i2 =—4i—2=—2—4i

i i(—i) 1
_ 2, _6- 6,_ 9,6,
D)6 3<5+51> 6 15+51 9+5l
my 302029 _92(1-2i) _—9(1-2i) _-9+18i _ (-9+18)(2-2i) _
(2+2i) (2+2i) (2+2i) (2+2i) (2+24)(2-2i)
_ —18+18i+36i—36i2 _ —18+54i+36 _ 18+54i _ 4

18, 54;_9 27,
8 "8 ' T4 4"'

4 — 442 4+4 8
3 Obtén polinomios cuyas raices sean:
a)2+43i y 2-43i b) -3i y 3i )l+2iy3-4i
(Observa que solo cuando las dos raices son conjugadas, el polinomio tiene coeficientes reales).
A b= @+ 30) = @ = 3] = (66— 2) = 3] [(x=2) + {31 = (v— 2> — (Y3 =
=x?—bx+4-32=x?—dx+4+3=x>—4x+7
b) [x— (=39)] [x—3i] =[x+ 37] [x— 3] =x2 = 9> =x>+ 9
o) [x—(1+2)] [x—(3-49)] = [(x—1) —2i] [(x—3) +4i] =
=(x—1)(x—3) +4(x—1)i—2(x—3)i — 8i* =
=x?—4x+3+ (4x—4—2x+06)i+8=x—4dx+ 11+ (2x+2)i=
=x2—dx+ 11 + 20+ 2i =x% + (=4 + 2d)x + (11 + 24)

4 ;Cuinto debe valer x para que (25— x7)? sea imaginario puro?
(25 — xi)? = 625 + x%i* — 50xi = (625 — x*) — 50xi
Para que sea imaginario puro:
625 -x2=0 — x?=625 — x=+/625 = +25
Hay dos soluciones: x; = =25, x, =25
5 Representa grificamente z; = 3 + 24, z, =2 + 54, 3; + 3,. Comprueba que z; + 3, es una diagonal
del paralelogramo de lados z; y z,.

Z1+2=5+7i

Z1 + 2y

21

\\\\ ~
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1 ;Verdadero o falso?
a) Los médulos de dos niimeros complejos opuestos son iguales pero con signos distintos.
b) Los médulos de dos complejos opuestos son iguales.
¢) Los médulos de dos complejos conjugados son iguales.
d) Los argumentos de dos niimeros complejos opuestos difieren en 180°.
e) Los argumentos de dos nimeros complejos conjugados son opuestos (0 y —00).
f) El argumento de cualquier niimero real es 0.
g) El argumento de los niimeros reales negativos es 180°.
h) El argumento de un imaginario puro es 90° o 270°.
a) Falso. El médulo de un niimero complejo no nulo siempre es un ndmero positivo.

b) Verdadero.

Si z=a+bi = —z=—a—bi = |—z|=V(-a)2+(=b)2={a? + b*=| 7|

¢) Verdadero.

Si z=a+bi = z=a—bi — |z|=\a2+(b)2=\a2+b*=|z|

d) Verdadero. Podemos verlo en el gréifico siguiente:

Z
_z,
180°
T 180°
—Z
e) Verdadero. Podemos verlo en el gréfico siguiente:
.z
@ p
o
ol
w' -B
z

f) Falso. Solo los niimeros reales positivos tienen argumento 0°.

g) Verdadero, porque sus afijos estdn en el eje horizontal negativo que forma 180° con el eje horizontal
positivo.

h) Verdadero. Porque su afijo estd en el eje vertical que forma 90° con el eje horizontal positivo en caso
de que la parte imaginaria sea positiva y 270° en caso de que la parte imaginaria sea negativa.
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& Escribe en forma polar los siguientes nameros complejos:

a)l+3i b) V3 +i o-1+i
d)5-12; e) 3i f)-5
a) 1+y3i=24 b) V3 +i=250 Q) —l+i=y235
d) 5—12i=13292037v C) 3i=390° f) —5 = 5180"
3 Escribe en forma binémica los siguientes niimeros complejos:
2) 5(2/6) rad b) 235 9 24950
d) 35400 €) 5180° £) 499
_ T e ®)os(¥3 ;153 .5,
a) 5(,[/6)-5<6056+zsen 6>_5<2 +12)_ oty

b) 21350 =2(cos 135° +i sen 135°)=2<—%+i%>=—«/§+ﬁi

©) 24950 =2135=—V2 +42i

_ o . o_af 1 .4B)_ 3 343.
d) 3,40 =3 (cos 240 +zsen240)_3( 5 12>_ S S

C) 5180° =-5
f) 4900 = 4i

4 Expresa en forma polar el opuesto y el conjugado del nimero complejo z = 7,.
Opuesto: —z = 71500, o

Conjugado: z =r3450:_¢

5 Escribe en forma binémica y en forma polar el complejo:

z = 8(cos 30° + i sen 30°)

z=83ou=8(cos30°+isen30"):8(@+i%>=82—‘/§+%i=4«/§+4i

6 Sean los niimeros complejos z; = 4690 y 2, = 35100
a) Expresa z; y 2, enforma binémica.
b) Halla z; -z, y 2,/2;, y pasa los resultados a forma polar.
¢) Compara los médulos y los argumentos de z; - 2, y de 2,/z; conlosde z; y 2, eintenta

encontrar relaciones entre ellos.

a) z; =4600=4(60360°+isen60°)=4(%+i§)=2+2«/§i

2y=3510°=3(cos 210° + i sen 210°)=3(—§—i%>=—¥—%i

b) z, .zz=(2+2Bi)<_¥—%i>=—36—3i—9i—3@1’2=—3J§—12i+3f=_12i=122700

z_ \ 2 2/ _—3Y3-3i+9i+3{3i* _
z, (2+2439) (2+2437)(2-2434) 41242
=—3«B+6i—3«5=—6«6+6i=(i>

4412 16 4 )1500

) z1-23=460°-3210°=(4-3) 6004 210° = 12570

Q=3210°=<i) =<i)
zy 4ge \4)2100—600 \4/150°
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1 ;Verdadero o falso?

a) Al multiplicar un nimero complejo z por la unidad imaginaria i, se gira 90° alrededor del
origen.

b) Al dividir z por i, se gira 90° alrededor del origen en el sentido de las agujas del reloj.

c) El médulo del producto 7, - r3 puede ser menor que .
d (r450)4 es un nimero real negativo.
€) 1300 Y 73300 son conjugados.

f) 7300 y 72100 son opuestos.

a) Verdadero, porque 7 = lgg.. Al multiplicar por i mantenemos el médulo del nimero complejo y
sumamos un dngulo de 90° a su argumento, es decir, lo giramos 90° en el sentido contrario al de las
agujas del reloj.

b) Verdadero, porque 7= 19p. Al dividir por 7 mantenemos el médulo del nimero complejo y resta-
mos un dngulo de 90° a su argumento, es decir, lo giramos 90° en el sentido de las agujas del reloj.

) Verdadero. Si 7'< 1 el médulo del producto, que es 7- 7', es menor que 7.
d) Verdadero. (74s.) Ao (% 4.45° = %) 180 que estd en la parte negativa del eje real.
e) Verdadero. 330° = —30°. Por tanto, son niimeros complejos conjugados.

f) Verdadero. Los dngulos 210° y 30° se diferencian en 180°. Por tanto, son niimeros complejos opues-
tos.

Pagina 155

Hazlo tu. Halla z,/z,; 205 23.

a4
Zy 35100 \3Jeoc—2100 \3 /1500 \3/210°

29 = (460) ¢ = (49 6. 600 = 4 096 3500 = 4 096

z5=(32100° =3 3.210= 27 630- =27 270°

2 Efectiia estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma binémica:
a) L1500+ 5300 b) 6450 : 3150 ©) 2100+ L0 * 3700
D) 5n13) rad * Leo° e) (1-43i)° £) (3 +2i) + (-3 + 24)

a) 11500-530°=5180°= =5

b) 6450:3150=2300=2(cos30“+i5en30°)=2<§+i%)=«/§+i

©) 2100+ 1400 3700 = 6190 = 6 (cos 120° + i sen 120°)=6<—%+i73>=—3+3«/§i

d) 5 213) rad * L60° = 51207 Lgoe = S 600 = 5 (cos 60° + sen 60°)=5(%+z’§>:%+ SBi

e) (1=434)°=(2300)> =321 5000 = 320 = 32 (cos 60° + 7 sen 60°)=32(%+i§)=16+16¢§i

£) 4i = 4oy
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3 Compara los resultados en cada caso.
a) (230)% (21509 (2270°)°
b) 260)% (215090% (22709)% (233090
a) (230007 =23 350 = 80
(2150°)% =23 1500 = 84500 = 890r
(227007 =83.2700 = 8310 = 890
b) 2gor) ¥ =2% c00 =16240-
(21509) * = 166000 =16 540
(2970 * =161 g = 16

(23309 =16 30- = 16400

4 Dados los complejos z = 5450, w =250, t=4i, obtén en forma polar:

z 23 z w3
a)z-t b) " <) - d)—t
Z = 5450 w = 2150 t= 4Z= 4900

Ser (5
a) z- w= 104 by £ -2 _°4% =<_>
60 w2 4300 4300 4 15°
2 12535 (125) (125) §) 2w’ _Ois-8use
- - - - ~104,=10

9 w-r 21516780 \ 32 Jg0° \ 32 /300° : 4 4900 ‘

5 Expresa cos 30 y sen 30. en funcién de sen 0. y cos 0. utilizando la férmula de Moivre. Ten en
cuenta que:

(@a+b)3=a3+3a%b +3ab? + b3
(la)3=1(co.coc+z'sen(x)3=cossOc+z'36052asen(x+3z'2msocsen20L+i3sen30L=
= 05> OL+ 3 cos” O sen OL 7 — 3 cos OL sen® OL — i sen> O =
= (cos3 oL — 3 cos o sen? ) + (3 cos? o sen O — sen® OU) i
Por otra parte: (1)3 =134, =cos 30+ sen 30
Por tanto:  cos 300 = cos® O — 3 cos O sen’ O

sen 3 0L =3 cos® oL sen OL— sen’ o
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1 ;Verdadero o falso?

a) Los niimeros reales negativos no tienen raices cuadradas en el campo complejo.

b) El real -9 tiene dos raices imaginarias puras: 37 y —3i.

¢) El niimero 16 tiene dos raices cuartas reales, 2 y —2, y otras dos imaginarias puras, 2i y —24.
d) Ninguna de las cuatro raices cuartas de —16 es un nimero real.

e) El namero —8 tiene una raiz cubica real, el —2. Las otras dos raices ciabicas son niimeros imagi-
narios conjugados.

f) 254 es una raiz quinta de 32¢..

a) Falso. Las raices cuadradas de los ntimeros reales negativos son niimeros complejos imaginarios puros.
b) Verdadero. Porque (37)2=3%2i2=-9 y (-3i)?=(-3)2?i*=-9.

¢) Verdadero. Porque 24216, (-2)4=16, (2)*=2%/*=16 y (=21) 4_(=2)4i%=16.

d) Verdadero. La potencia cuarta de un nimero real no nulo siempre es un niimero positivo y no puede
dar nunca -16.

e) Verdadero. Las raices estdn en los vértices de un tridngulo equildtero y son 25, =2 = 21590 y 230¢°-

Como los dngulos 300° y 60° son opuestos porque 300° = 360° — 60°, los correspondientes niimeros
son conjugados.

£) Verdadero: (2g4:)° =(2°) 5. 540 = 32420 = 320

2 Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma binémica.

§1=10=1G60 16 =160 45 £=0,1,2,3,4,5

Las seis raices son:

1,43, 1,43,
].00=1 1600=?+71 11200=—?+71
1_43. 1_43.
lygpe=—1 1240“‘3‘7’ 1300“7—7’
Representacion
K7
il
3 Resuelve 23 + 27 = 0. Representa sus soluciones.
2242720 = 2=3-27=327 150-=3 180"+ 360" m)/3 = 360° + 12075 7=0,1,2
21 =350°=3 (cos 60° + 7 sen 60°) =3 l+z’£ =i+ﬁi 2°
2 2 2 2 /’
23=31800=—3 2
3
“ 300 =3 (cos 240° 4 sen 240%) =3[~ L ;3 ) 3 _ 343, /
23=340-=3 (cos +1sen ) 3( I Sy Z/
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4 Resuelve estas ecuaciones:

a)zt+1=0 b)2®+64=0
a) z441=0 — z=4ﬁ=4V1180°=1(180°+360°/e)/2=145°+90°/e; k=0,1,2,3
Las cuatro raices son:
2 2. 2 V2. 2 2. 2 2.
=ty b ligse=— T Iygg == n = g0 = =

1 <o
) 2
b) ZG+64=0 —> z:6"_64:6”64180°:2(180°+360°/e)/6:230"+60"k; k=0,1,2,3,4,5

Las seis raices son:

2300:2<£+il):«/§+1 290 =2i
2 2
3 . . 3 . .
21500=2(—§+1%>=—«/§+z 2210(,:2(—7—1%):—«/3—1
V31
2330_2(2 12>—«/§ i

25700 = —2i

S Calcula.
a) =i b) 4-8+8/3i o =25 d) /f*é’ﬁ
+43z2

3
a) «/jl=3«/1270°=1(270°+360°/e)/3; k=0,1,2

Las tres raices son:

3

1.
1210“‘7‘31 13300 =

Loge=7

4o afzi_4
b) ¥-8+8y37=Y16120-=2120°4 360° 14 = 230°s00° 45 £=0,1,2,3

Las cuatro I‘al/CCS son:
3. . NE .
2300=2<§+z%>=«/§+z 21200=2<—%+1g)=—1+«/31
1-1'@):—1—@1' 23000=2(§-z%)=6—i

25100=2|—=
210 ( B b

€) V=25 =425 130°=5(180°+360° #)/2 = D907+ 180° 45 # =0, 1

Las dos raices son: 5gge = 54 5570 = —5i

_ ;3148135
d) 3/1%:62; _ /f2135 3 /2750=6ﬁ(75°+360°/e)/3=6ﬁ25°+1zo°k; k=0,1,2
60°

Las tres raices son: 6‘/5250; 6‘/5145"; 6«/5265"

6 Comprueba que si z y w son dos raices sextas de 1, entonces también lo son los resultados de las

siguientes operaciones:
2w, 2, 2% 2
w
zy w rafces sextasde 1 — 2°=1, w®=1

(z-w)0=2°w=1.1=1 = z-w es raiz sexta de 1.

6 6 z
(£> -2 1. v s raiz sexta de 1.

w wG 1
2_(z2)0=2122(z%3=13=1 — 22 esraizsextade 1.

3.(23)0=2182210.222(2H4.22214.1221.1=1 > 23 esrafzsextade 1.
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7 El nimero 4 + 37 es la raiz cuarta de un cierto ndmero complejo, z. Halla las otras tres raices
cuartas de z.

4+ 3i=5355
Las otras tres raices cuartas de z serdn:
536052 +90° =D 126050 =3+ 4
536752 +180° = V216752 = — 4 — 31
536°52'+270° = 306052’ =3 — 4i
8 Calcula las siguientes raices y representa graficamente sus soluciones:

a) V-9 b) ¥-27 o ¥2-2i

a3i=i o 372 £) /8i
1+4 Z
2) V=9 =49180° =3 (180°+360° 12 = 3907+ 180° 4 £=0,1

Las dos raices son:

[N
<0

3900 = 31, 32700 =-3;

b) 327 = 3«/271800 =3 (180°+360°#)/3 = 360°+ 12005 #=0,1,2

21

Las tres raices son: £
/
_ _ o o_a[1 :4¥3)_ 3 343. -
21 =340 =3 (cos 60 +z:en60)—3<2+z 2)_2+ R )
3
2,=3150-=-3 \
N
o . o 1 . 3 3 3 . 23
23 =3300° =3 (cos 300 +zsen300)=3<5—z§)=%_ [z

Q) N2 -2i=V8315 =2 315+ 360° &y/3 = V2 105° s 120° 45 k=0, 1,2

Las tres raices son: z A

21 = 21057 =—0,37 +1,37i \
Z = ﬁzzs°=ﬁ<—£—£i>=—l—i L \*

2 2

23 = V2345 =1,37 - 0,37i

3(1=i 332315
d) V1 =4 o = Vo700 =1 7003600 /3 = Loo 120045 £ =0, 1,2

Las tres raices son:
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5 5 —;
e) \/_3—1.2:4,_31.2(751.)1):532i:5\/3290°:290°+360°k)/5:218°+72"/e; £=0,1,2,3,4

Las cinco raices son:

21 = 21g0 = 1,9 + 0,6 2
2 = 2000 = 2i a1 L
23= 2162 = —1,9 + 0,6i 7< S
24 =293 =—1,2— 1,6i R
25 = 2306 = 1,2 = 1,6

f) 3@:3m:2(90°+360°k)/3:230°+120°k§ k=0,1,2 B B
Las tres raices son: 3\ /”1
Z1 = 2300 ;
2z = 21500 ';,3
z3 = 25700
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1 Describe con palabras cada una de las familias (“son los nimeros complejos cuya parte real
vale ...”), escribe su ecuacién o inecuacién (usando Re, Im, | |, arg) y da un representan-
te de cada una de ellas.

a) b) c)/\ d) e)

a) Rez=3 b)-1<mz<3 oz =3 d) |#] > 2 e) Argz=90°
2 Representa.

a) Re (2) =-3 b) Im (2) =0 c)3<Re(z)<5 d)|z]| <4 e) Arg z = 180°

a) b)

) d)

e)
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Ejercicios y problemas resueltos
Pagina 159

1. Operaciones con nimeros complejos en forma binémica

1+bi
5-3i°

Hazlo ti. Calcula el valor de 2 y & para que se verifique 2 —3i =

Calculamos el segundo miembro de la igualdad.

L+bi _ (1+6i)(5+31) _ 5+3i+5bi+3bi* _5-36+(3+5b)i
5-3; (5-34i)(5+3%) 25+9 34

Igualamos las partes real e imaginaria.

_5-3b
77734
323456y _102-345h — b=—21
34
_5-3b _5-3(=21) _
a-—34 —)a-—34 — a=2

. Numeros complejos conjugados

Hazlo tu. El producto de dos niimeros complejos conjugados es 48, y el argumento de su cociente

es 60°. Hallalos.

Llamemos 7, y 7 alos dos nimeros complejos conjugados que buscamos.

>_4ge
ra-r_(x=4800 e d {;_a=0° —> r=m=4‘/§

Tol 7o = 1o, — 200=60° = o = 30°

Por tanto, los ndmeros son:
2= (603) 5
2 = (443) 300 =(443) 330

3. Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo y los nimeros complejos
Hazlo tu. Halla sen 15° y cos 15° a partir del cociente 1450 : 1500.

L4s0: 1300 =1150=1(cos 15°+7 sen15°) = cos 15° + i sen15°

1450 =1(cos 45° + i sen 45°)=£+£i

2 2
l3oo=l(ms30°+z’sen30°)=g+%i
2 42,
2 72 2420 (24420 (B—i) _ V6 -N2i+f6i+2 _ V6 +2+(/6-42)i
Boa, B (BB 3+1 4
2 2
Por tanto:

cos15° +isen15° =

642 {642 . i
4 + 7 17—
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4. Operaciones con niimeros complejos en forma polar
Hazlo tu. Calcula y representa las soluciones de m.
Pasamos z = -2 + 2437 a forma polar teniendo en cuenta que se encuentra en el segundo cuadrante.
|2]=1(2)2+(2/3) =4

tga:%:—@ — 0=120°

Ahora calculamos 27 = (4,;0:)? = (4%)5 . 120¢ = 64360° = G4y

Las raices cuartas buscadas son:

464002%_4%60/«; k=0,1,2,3

Si k=0 — 2, = 24200 =242 (cos 0° + 7 5en 0°) = 242

Si k=1 — 2, =24290° =242 (cos 90° + i 5en 90°) = 242 i

Si k=2 — z3=2y2180°=2v2 (cos 180° +7 5en180°) =242

Si k=3 — z;= 2422700 =22 (cos 270° +7 5en 270°) = =242 i

La representacién grafica de las raices es:

24

5. Resolucién de ecuaciones en C
Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:
a)z¥+1=0

b)iz+3i-2=1+¢
D410 > =21 > z=9-1
-1 = ].1800. Por tanto, z = 4"1180°=1(180+360k)/4; k=0, 1, 2,3

Si k=0 — 2, = 1450=1(60545°+isen45°)=g+gi

Si k=1 > 2= 11350=1(cos135°+isenl35°)=—g+gi

Si k=2 = z3= 12250=1(cos225°+isen225°)=—g—gi

Si k=3 — 2= 13150=1(cos315°+isen315°)=g—gi

3-2i _(3-20i__,

b) iz+3i—2=1+i — iz=1+i-3i+2 — iz=3-2i —> z= i
i i-i
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1. NUimeros reales y nimeros imaginarios

1+ 3xi

Hallar el valor que debe tener x para que el cociente 34

sea:

a) Un nitmero real.
b) Un niimero imaginario puro.

1+3xi  (1+3xi)(3+4i) 3+ 4i+9xi +12 xi* _ 3-12x+(4+9x) i

3-4i (3-4)(+4i) 9+16 25
a) Para que sea real, la parte imaginaria debe ser 0.
4+9%=0 > x= —%

b) Para que sea imaginario puro, la parte real debe ser 0.

3-12x=0 — x=%

2. Numeros complejos que cumplen ciertas condiciones

Matematicas |

Hallar un nimero complejo que tenga el mismo médulo que 42 +3/2i y cuyo afijo esté en la bisec-

triz del primer o tercer cuadrante.

El nimero buscado debe ser de la forma & + 47 para que esté en la bisectriz del primer o tercer cuadrante.

|+ ai|=Aa® + i = 24%
4424312 [=4(442)2+(342)2 =542

Luego:
a;=5
V2a2=5y2 — 24%=50 — 4*=25 > {ﬂl 5
2=—

Por tanto, los nimeros complejos buscados son z; =5 + 57 y 2z, =-5—5i.

3. Suma de nimeros complejos expresados en forma polar

Calcular:
2z - ‘/3 =zt 33n
6 2

- T eon )= ;
2%—2<cos6+zsm 6) «/§+z
V3.=43 (cos mw+isenm)=—43

Por tanto:

27 —y3,+33n =y3+i—(=y3)+(-31) =243 - 2i (que estd en el cuarto cuadrante)
6 2

1243 =2i|=y(243)2+(-2)% =4

tg(x=i__i=_£ - OC:330°= 117‘5 rad

23 |3 3 6



Unidad 6. Niimeros complejos VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

Potencia y raices de nimeros complejos

Una de las raices sextas de un niimero complejo z es — 3 +i. Calcular z y el drea del hexdgono cuyos
vértices son los afijos de las raices sextas de z. Hallar esos afijos.

Como z = (—y3+1)°, pasamos a forma polar el nimero —y3+7 que estd en el segundo cuadrante.

|—«/§+i|=«/(—«/§)2+12=2
1 3

go=—==—"2> — 0=150°

~5 3

z= (2150°) 6= (26) 6-150° = 64900° =64 g0

G‘/m:G‘/@(ISOGGOIe)/G; k=0,1,2,3,4,5

Las raices y los afijos son:

Si k=0 — z; = 250.=2(cos30°+isen30°)=y3+i = A(3,1)

Si k=1 — 25=290:=2(cos90° +i 5en90°)=2i —> B(0,2)

Si k=2 — 23=2500=2(cos150° +i 5en150°)=—{3 +i — C(~y3,1)
Si k=3 — 24=25,0=2(cos 210°+7 sen 210°) = —y3 —i — D(—y3,-1)
Si k=4 — 25=2,70:=2(cos 270° +i sen 270°) = —2i — E(0,-2)

Si k=5 = 2z5=23300=2(cos 330° +7 5en330°) =3 —i — F(y3,-1)

La longitud del lado del hexdgono es igual al radio de la circunferencia circunscrita, que es igual al médulo
de cualquiera de las raices, es decir, 2. El apotema del hexdgono regular es 2 - cos 30° = V3.

Por tanto, el drea del hexdgono es:

- perlmetroz- apotema _ 6-22 3 =643 u?

Interpretacion grafica de igualdades con nimeros complejos
Representar, en cada caso, los niimeros complejos que cumplen la condicién dada.
a)z+z=2 b)z—z=—4i o|z|=3
a)Si z=a+bi > a+bi+a—bi=2 — 2a=2 — a=1 — Re(z)=1y se obtiene la figura a).

b)Si z=a+bi —> a+bi—(a—bi)=—4i — 2bi=—4i —> 2b=-4 — b=-2 — Im(z) =2 yse obtie-
ne la figura b).

c) Como |z|=3 y el argumento puede ser cualquiera, se obtiene la circunferencia de radio 3.

1
\

Re(z) =1 Im (2) =2 |z| =3

a) b) c)

3
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Para practicar

B Numeros complejos en forma binédmica. Operaciones

1 Calcula.

a) 3+2) 2-4)-(1-4) (2-34)

b) 3 + 2i (-1 + ) — (5 — 4i)

c) —2i —(4-14)5i

d) (4-37) (4 + 3i) — (4-3i)?

Q) 3+2i)2-i)—(1-i)(2-34)=6-3i+4i—2i* -2 +3i+2i-3i*=

=6-3i+4i+2-2+3i+2{+3=9+06;

b)3+2i(-1+i)—(5-4i)=3-2i+2i>~5+4i=3-2i-2-5+4i=-4+2i

) —2i— (4 —1)5i=-2i—20i + 5i* = -22i — 5 = -5~ 22i

d) (4-31) (4+30) - (4-30)%=16—(3)> — 16 — 9i> + 24i = 16 + 9 — 16 + 9 + 24i = 18 + 24i
2 Los puntos A, B, C, D corresponden a los afijos de los niimeros complejos z;, z,,

235 Z4e

Efecttia y representa.

a) 21+ 24— 2+ 23 A

b) (Zz - 21)2

5 (Zl - 24)
Zz+Z3 c

©)

o F1m5
23+ 24

z=5+3i 2y =-2+2i 23 =—3i z5=2

) g=2] 84— 2 - 23 = (5+31)2—(=2+24) (=37) =10+ 67 — 6i + 6i* = 4

b) 2'=(2y)— 21) 2 =[2+2i = (5+30)]% = (-7 =) > =49 + 147 + > = 48 + 14i

Q) 2= 5(z1—29)  505+3i=2) 50B+3i)  (15+15)(2+4) —30+15i—30i+15:>

Zy+zy  —242i+(=3i) 2-i  (2-i)(2+i) ) =-9-3i

&g Bi=%2 _5-3i=(2-2)  (7-)Q2+3) _14+21i-2i-3i> _18+19i
23+ 24 2-3; (2-3i)(2+3i0) 4+9 13

Representacién gréfica:

10 ¥
—10 | |*
< |Z 10720 130 40 | 50
~10
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3 Calcula en forma binémica.

B +3i) (4-24) —2+3i 2+5i 4 1+i —3-2i
2) 2-2i ) (G+24)(-1+7) 932,19 D it 130

2) (B+3)(4-2i) _12-6i+12i—6i> _ 18+6i _ (18+64)(2+24) _
2-2i 2-2i 2-2i  (2-2i)(2+2i)

36+36i+12i—12 _ 24+48i _a .
- 4+4 = 3 —3+6l

) 243 2+3i _—2+3i _ (2+3i)(-6-2i) _
4+2)(-1+4) —-4+4i-2i-2 —6+2i (-6+24)(-6-2i)

_12+4i—-18i+6 _18-14i _9-7i _ 9 7 ;

36+4 40 20 20 20
Q) 2450 (1 2-2i+5i+5 _7+3i  (7+3)(3+2) _21+14i+9i-6 _15+23i _15 23,
3-2i 3-2i 3-2i (3-2i)(3+2i) 9+4 13 1313
& L+i =3-2i (4)Q+i) (3-20(1-3) _2+i+2i-1 -3+49i-2i-6_
2—i 143 (2-)@Q2+i) (1+3)(1-3i) 4+1 1+9
_1+3i  9+7i 2+6i-9+7i _—7+13i -7 13
5 10 10 10 10 10

4 Dados los niimeros complejos z=1-34, w=-3 + 24, t=-2i, calcula:

a) zwt b)zt—w(t+ 2) c) %t

d) 2z -3t e) 3z+itw
w 3

zz—wtz
bh=—="

z=1-3i w=-3+2i t=-2i

a) zwt = (1-34) (=3+24) (-24) = (=3 + 2i + 9i — 6i%) (-24) = (3 + 114) (-2i) = —6i — 22i* =22 — 6i

b) 2t —w(t +2) = (1= 34) (<24) — (=3 + 24) (<2i + 1= 34) = (=24 + 6i%) — (=3 + 31) (1= 54) =
=(=6—-24) = (-3+2) (1-54) = (=6 —24) = (-3 +15; + 2i —=107?) =
=(=6-2i)— (7 +17)=-13-19i

) L4 =342 (o 6i—4i* _ (4+6)(1+3) _4+12i+6i+18:%

1-3i 1-3i 12-(34)? 1+9
_—14+18i __7 . 9.
"7 10 55"
d) 22-3r _2(1-3)-3(2i) _2-6i+6i_ 2(3-2) _ 6-4i__ 6 4,
w —3+2: —3+2 (=3)% - (24)? 9+4 13 13

0 3Z;i’w= 3(1—31';”'(—21') (_3+21~):%(_3+21)2

=<%—3i>(—3+2i)=—5+13—0i+9i—6z’2=1+33—7i

) 22w _ (1-3)%—(-3+24) (2% _1-6i+9i*—(-3+24) (- 4) _
2 2 2

_—8-6i—12+8i _ =20 , 2.,_ 10,;

2 2 2
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5 Calcula.
a) 37 b) i126 ) 7 d) i64 e i_216
Q) =il =i b)i'26-2-—1 o i‘7=il7=_%_=i d) %4 =101 o) i—216=i2%=ii0=%=1
6 Dado el nimero complejo z=— % + gi, prueba que:
aA)l+z+22=0 b)§=z2
2
Dz ( uﬁ,) 1,32 ¥, 1.3 B, 2 B, 1 B,
2 4 4 2 4 4 2 4 2 2 2
(oL B B By 1 B3,
l+z+z l+< 2)(2+2z)—1 2+2z > 2
Lo 1 1 2 2(-1-43i)
2z 1 3. —1+y3i  —1+43i (-1+430)(-1-431)
2" 2 2
_2(1-434) _2(-1-43) _-1-{3i __1 43,
1+3 4 2 2 2
z%= —% — @z’ (lo habiamos calculado en a).

Por tanto; - = z2.

zZ

7 Calcula m y n para que se verifique la igualdad (2 + mi) + (n + 5i) =7 — 2.
Q+mi)+(n+5)=7-2i

2 5 . 9 2+7l=7 }'Z:S
Q+n)+(m+5)i=7-2i —> 52| m=—7
8 Determina % para que el cociente k +’: seaiguala 2 4.
* kil o k=3
/e+i=(/€+i)(1—i)=/e—/ei+i+l=(k+1)+(1—/€)l'=(/e+1) (1 /«) o102
1+ (1+4)(1-2) 1+1 2 2 2 1_k=—1—>k=3

Por tanto, k= 3. ?
9 Dados los complejos 2 —ai y 3 — bi, halla 2 y b para que su producto sea igual a 8 + 44.
(2—ai)(B—bi)=8+4i
6—2bi—3ai + abi* =8 + 4i
6—2bi—3ai—ab=8+4i
(6—ab)+(-2b—-3a)i=8+4i
6-ab=8
{—2/7 —3a=4

4+3a
b=="7

_ (4+3a)_ da+3a>
6 a(—_z )-8—>6+72 =8

2
4LZ+T3d=2 — 4a+3a%-4 > 342+4a 4=0

Pt J16+48 =_4+3< _>b__3
6 =12 5
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B Numeros complejos en forma polar

10 Representa estos nimeros complejos, sus opuestos y sus conjugados. Exprésalos en forma polar:
a)l-i b)-1+i o) V3 +i d)—y3 -i
) —4 £)2i g)—%i h)2+2/3i
a) 1-i=42315
Opuesto: —1+7=42135°
Conjugado: 1+i= «/5450

=1+ 1+7

b) —1+i=1y2135
Opuesto: 1—i=4y2315
Conjugado: —1—i=4225

c) «/3 +i= 2300
Opuesto: —y3—7i=2,0
Conjugado: 3—i= 2330 P

+1

o | \g

d) —/3-i=2 3
Opuesto: 3 +i =253 N
Conjugado: —y3+i=254 Ve

+ i

NG

e) —4=4g0
Opuesto: 4 = 4.

Conjugado: —4 = 4,

£) 27 = 2¢¢

Opuesto: —2i = 2y7.

Conjugado: —2i = 257

_3._(3
8 4! <4>270°

. i‘z i 3il4
Opuesto: 41 <4>900

-3i/4
: . 3. (3
Conjugado: 7 < 4)900

h) 2+2y3i= {1440
Opuesto: -2 — 2437 = 14240 A
Conjugado: 2—2y3i=41430¢°

2 4123}




Unidad 6. Niimeros complejos VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

11 Escribe en forma binémica estos nimeros complejos:
a) 2450 b) 3(7‘[/6) C) \/51800 d) 1700
©) L) £) 52700 8 lisoe h) 41000

a) 2450 =2(cos 45° + 1 sen 45°) = 2(£ z£) V2 +42i

3(eos Ty isen ) o3(¥3 ;1) 343, 3,
b)3(n/6)—3<cos +1 sen )—3(2+12>— AL

6 6
©) ¥2180° =2 (cos 180° +7 5en180°) =2 (~1+7-0) = —2
d)174=17
e) 1(n/2)=cos%+z'sm%=i
£) 570- =51
©) 1ysgr=cos150° 4 sen150°=— 33 ;L3 1,

2 2 2 2
h) 4,ge =4 (cos100° + 7 5¢n100°) =4 (-0,17 +7-0,98) =-0,69 + 3,94i

12 Dados los ndmeros complejos: z; = 2550, 2, = 419905 23 = 33150 calcula:

a) 212 b) 2y + 23 C) 2]+ %3
d =3 o 22 £ F1°%5
21 31 22
8 312 h) 223 i) z§
a) 21-2,=83p b) z,-23=12-5 ) 21-23=0))5
z z z1-2
d)—3=1,5450 C) —2=2_1500=22100 f) 1 3 =1,51050
21 2]
8 21 =450 h) 23 =64 ) 23=8150

13 Expresa en forma polar y calcula.

a) (-1 -4)>5 b) 41-43: ) 464
d) ¥8i e) (<243 +2i)° £) 3 - 4i)3

) (-1-9°=(2225)° = 4421 125 = 44245 =4J—(£+£1>—4+4i

b) ¥1-V3i=42500-= 4200+ 360° n) 14 = 44275 s 90705 =0, 1,2, 3
Las cuatro raices son: 4275+ 421650 42255 42345
o) 464 =464 = 425600 114 = 2420043 k=0,1,2,3
Las cuatro raices son: 242¢° =242 2«/5900 =227  2421800=-242 2«/22700 =_22i
d) ¥8i =800 =290, 360° /3 = 230° s 120745 K =0, 1,2
Las tres raices son: 230 =43 +i 21500 =—V3+i 29500 =—2i
€) (<243 +21)° = (4150:) © =4 096> = 4 096450 = —4 096

£) 3417 =(5306°52) =125920 36 =125200° 36
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14 Calcula y representa grificamente el resultado.
\3
a) ( 1-4 )
3+i
3 1+7
b 2i
3 3
B+i 230 2 Jagse)  \ 4 Jgsse
=g(msl35 +7sen135°) =
=£<_£+iﬁ> S

)135“

2 2

4 =—+—i

4 4

3[Tei _3[(ed@rd) 3143 31,3,
b) 57 = (2-1')(2”')‘\/ sl‘\/s 5'7

5 71034 \ 5 Jgresaazsoens DO 2351 +120%%

Las tres raices son:

12 _0,785+0,347i
523°51

6z .
VF sy =-0:693+0,56i

6 ;; _ B .
@263051, =-0,092 - 0,853

18

Calcula y representa las soluciones.

a) Y4-43i b) ¥-16 ) ¥-27i
a) V4 - 431 =38300:= 2300+ 360" /3 = 2100° s 12043 # =0, 1,2

Las tres raices son:
21000 = —0,35 + 1,971
22200 = —1,53 - 1,261
25400 = 1,88 — 0,68
b) 4-16 = V16150 = 2(150°. 360" /4 = 25700045 %= 0,1, 2,3
Las cuatro raices son:
2450 = N2 +42i 21350 = =2 +42i
2p050= 2420 2315=42-2i

Q) N=27i=3027 370 =3 2700 3600 135 k=05 1,2

Las tres raices son:

390°=3i
__33 3,
32100= !
_3B 3,
33300 =5~

NNCNSAC HILLERATO

Matematicas |

NI
NI

k=0,1,2

N | w7
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16 Calcula pasando a forma polar.

a) (1 +43)

8
) (1-4)°

o Y-64

2-2i
d -3+3i

a) (1+i«B)5=(26Oo)5=323000:32(605300°+z'sen300°)=32(% L) 16-1643i

b) 8 _ 8° _ 8p° _ 8¢° =(8> (2)
(1-9°  (2315)° 44215750 4421350 \442 ) 135 [225

= 42225 =42 (cos 225° + i sen 225°) = «f(————z)-—l—i

C) 6v—64 = 6«/641300 = 6‘/?(180%360%)/6=230°+60°/€§ k= 0,1,2,3, 4, 5

Las seis raices son:
2300=«/§+i 2900=21 215()0:_ 3+l

25100=—3~i 2970°=~2 25300 =3~i

)\/2721 /2«f315 > <\/Z> ko0, 1
-3+3i V21350 180 3 /(180°+360° &) /12 3 )90° +180° &

Las dos raices son:
o (B
3 /900 V3 3 )270° 3

1'7 Expresa en forma polar z, su opuesto —z, y su conjugado z en cada uno de estos casos:

a)z=1-3{
b)z=-2-2i
o) z=-2y3 +2i
d)z=-5

e z=7i
f)z=-3-4i

a) z=1—«Bz’=2300o; —z=—1+y3i=2,0 2=1+43i=24p

b) 2=-2-2i=2{2005 —5=2+2i=22455 5=-2+2i=2{2135
0) 2=-2{3+2i=4 50 ~2=23-2i=43305 =-2{3-2i=4yp
d) z2=-5=5g05 —2=5=5¢5 2=-5=51g¢°

€) 2=7i=T9ps —z==7i=7 05 2=-Ti=7 y7¢°

£) 2=-3—-4i=5)33 135 —2=3+4i=553 133 2=-3+4i=55587
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18 Representa los poligonos regulares que tienen por vértices los afijos de las siguientes raices:

a) Vi b) §-1 o) 42/3+2i
a) 5‘/—'=5«/190"=1(90°+360°/e)/5=118°+72°/e§ k=0,1,2,3,4

Las cinco rafces son: 11ge; 1gges Ligoes 193405 13060

Representacién del poligono (pentdgono):

N
(4

6 6 A
b) %=1 =1 1500 =1 180°+ 360° by/6 = 130+ 6o 45 £=0,1,2,3,4,5
LaS SeiS raiCCS son: 1300; 1 900; 1 1500; 12100, 12700, 13300

Representacién del poligono (hexdgono):

o 423+2i=445p.= 223004 360° 114 = V2730 2903 k=0, 1,2,3 B
N
Las cuatro raices son: v270305 v297°305 v2187°305 ¥2277°30° A\

Representacién del poligono (cuadrado): il

1. 43

19 Calcula z° y ¥z, siendo z=-+ 71’.

Primero, pasamos z a forma polar:

REEE

3
tgd:%:—«/g — 0.=120° porque z estd en el segundo cuadrante.
2
Luego z= 1.
_ 1 43,
z5=(1—120°)5=(1240°)5=(15)5-240°=1120°=Z=—3+g
V2 =Vlase = (VD) apr 3607 914 £=0,1,2,3
Si £=0 — z; =145 =1(cos 60° +zsen60)—% g:
Si k=1 z2=11500=1(605150°+i5e'n150°)-—§+%i
Si k=2 — z3=12400=1(cos240°+isen240°)——%—ﬁi
Sl k:3 — Z4=133Oo=1(C053300+i5€n3300) g—

N N
B - .
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M Ecuaciones y sistemas en C

20 Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa las soluciones en forma binémica:

a)z2+4=0
b)z2+2+4=0
0)z2+3z+7=0
d)z2-2+1=0
) 2 . Zl=—2i
a) z°+4=0 > z°=—4 > z=iJ—7=i21<z2:2i
Zl=_l—£i
b)zz+z+4:0%z:_lim:‘li‘/—wz—limz< 272
2 2 2 1415,
Zy=——+ i
2
Zl=—i—JT9i
c) zz+3z+7=0—>z=_3i'9_28=_3im=—3i«/ﬁl< 22
2 2 2 oo 3,419,
)
Zl=l—ﬁl‘
2 _ C1xJ1-4  1£{-3 1+43i 2 2
d)zo—2+1=0 — z= 3 == <Z_l+£i
27272
21 Resuelve estas ecuaciones:
a)z>+32=0 b)iz3-27=0 z3+8i=0 d)izt+4=0

a) 22+32=0 = 22=-32

2=3-32= 32150 = 215004 3605 = 23604 72045 k=0, 1,2,3, 4

Las cinco raices son:

2360 2108 21800 22500 2340

b)iz> —27=0 — 22+27i=0 — 2°=-27i

2=3-27i =327 1300 =3 27004 3600 73 = o0 120045 # =0, 1,2

Las tres raices son:

3900 32100 3330

Q) 22+8i=0 — z=%-8i=8, =20270°+360° 413 = 290° 4120043 k=0, 1,2

Las tres raices son:

290=2i  2500=—43—i  2330:=43-i

dizd+d4=0 > 24— 4i=0 - 24=4i

z=44i = 4f4qq =2 (0001 360° k)14 = V22230000 k5 £ =0,1,2,3

Las cuatro raices son:

V222030 =1,3+0,5i

2112030 =—0,5+1,3i

V2202:30' = 1,3 -0,5i

V2292030 =0,5-1,3i
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22 Resuelve las siguientes ecuaciones en C:

23

a)z2+4i=0

b)22-22+5=0

0 2z2+10=0

d)z*+1322+36=0

Q) 22+4i=0 > z2=—4i > z=«/—74'=\/?700 = 2=2(270° 1+ 360° k) /25 £=0,1
Las dos raices son: z; =235, 25 =235

z1=1-2i

Zz=1+2i

b)z2_2z+5:0_)ZZZng—ZO:21V2—16:1i24i:1i2i<

ZIZ— 51
2 _ 2 _ 2_ _ .
) 222+410=0 — 22°=-10 = 22=-5 = z=%45i <z2=J§z‘
d) 2% +132%+36=0
Z2=t
2 +13:+36=0

t=—13’—“‘/1269—144=—13215 <t=—94
t=—

22=—4 — z=22i

22=-9 > z=13i

Las soluciones son: 27 = 29p; =27 = 25705 37 = 390e; —37 = 357
Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones:
a)zt-1=0
b)z%+16=0
) zi-82=0
a) z%-1=0 - z*=1 > z=4ﬁ=m=13600k/4 =lggps #=0,1,2,3

Las cuatro raices son:

1y =1
Loge =1
1ygpe=—1
1o7ge=—i

b) 2%+16=0 = 2*=-16 — 2*=¥=16=4/16150-= 2 (150" 360° /4 = 245° s00°43 k=0, 1,2,3
Las cuatro raices son:
2yso=42 +42i
21350 =2 +42i
2= 21
S

z=0
4 3
—8 —0 —8 —O
c z 2z — z(z ) < 313

3J§=3«/8_0“2(360"/@/3 =215043 k=0,1,2

Las soluciones de la ecuacién son: 0; 2g0=2; 2500 =—1+y37; 2540 =—1—43i
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24 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

) 3z—w=1-4
2z-3w=8-8i

{z+3w 8- 31
{5z+4w 111
d {2 5w——5+2i.

32— w=1-i 3.2 |-9z+3w=-3+3i
2z-3w=8-8i 2z-3w=8-8i

5

Sumando obtenemos: —7z=5-5i — z= - + %z’

5. 51 15 15, 4., 22 22,
3(7+7z>wll%w 7+711+l 7+7z

){ z2+3w=8-3i .01 {—2z—6w=—16+6i

2z+ w=6-—1i 22+ w=6-—1i

Sumando obtenemos: —5w=-10+5; > w=2—1i
z+32—-4)=8-3i > z2=8-3i-6+3i=2
Sz+4w=11i .04 5z+4w=11i
3z-2w=11; 6z —4w=22i
Sumando obtenemos: 11z=33; — z=3;
5087 +4w=11i = 4dw=—-4i = w=—i

d 2z —S5w=-5+2i —2.(1.9) —4z+10w=10—4;

) 4z -3w=-3-10; 4z - 3w=-3-10;
Sumando obtenemos: 7w=7—-14i - w=1-2i
22—5(1-2i)==5+2i — 2z2=-5+2i+5-10i = z=-4i

Para resolver

25 Calcula a y b de modo que se verifique:
(a+bi)*=3+4i
(a+bi))?=3+4i — a*+bi®+2abi=3+4i —
a’—b*=

2 72 ;= /
— a“—b*+2abi=3+4i — 2ab=4 —> b=i=;
2a a

2
a* - %) =3 > az—iz=3 = at—4=322 > 44 -342-4=0

34+ ‘/71 3+5 2.4 — g=+2
* < a*=—1 (no vale)

“ 2
a=-2 —> b=—
a=2 — b=1
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26 Halla el valor de & para que el producto (3 —67) (4 + bi) sea un niimero:
a) imaginario puro. b) real.
(3—6i)(4+bi)=12+3bi —24i +6b=(12+6b) + (36— 24) i
2) 12+66=0 — b=-2
b)36-24=0 - 6=8

27 Determina a para que (2 —27)? sea un niimero imaginario puro.
(a—20)% = a? + 4i* — 4ai = (a* — 4) — 4ai

Para que sea imagiario puro, ha de ser:
ﬂl = —2
2_4=0 > a=+2
a 0 a=t < 4y=2

28 Calcula x para que el resultado de (x + 2 + éx) (x—7) sea un nimero real.

(c+2+ix) (x —8)=x% —xi+ 26 — 2i + x%i — xi% =

2 2

=x?—xi+2x—2i+ixt+x=(2+3x)+(x2—x—2)i

Para que sea real, ha de ser:

-1
s 1+/1+8 _1:3 1
x? —x 2—O—>x—72 == <x2=2
29 Calcula el valor que debe tener a4 para que el médulo del cociente “1"' 2¢ gea 3«25 .
—1i

_a+2i _(+2)(+4) _a+ai+2i+2i* _a— 2+(ﬂ+2)i
1—i  (1-2)(1+9) 1+1

|z|=\/<¢52)2 (a+2) \/ﬁ \/m 36

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

a_
d+4 9—)&1 5<ﬂl
,=—

30 La suma de dos nimeros complejos es 3 + . La parte real del primero es 2 y el cociente entre
este y el segundo es un nimero real. Hillalos.

Sean z=2+ bi y w=c+di los nimeros complejos buscados.
2+¢=3 > c=1

z+w=3+i > 2+bivc+di=3+i > {b+d=1 (1)

Por otro lado:
2=F

Eok > z=kw > 2+ bi=k(1+di) > {bz’:/m’z’ S b-2d

Ahora sustituimos en (1):

bid=1— 2d+d=1— d= 3—>b 2%%
1

Los nimeros buscados son z=2+%i y w=1+—1.

3
31 Siz=(%+i'+2+3+...+i19(3 + ki), hallael valor de £ para que el médulo de z sea 5.

21020
O+il v 410 % porque es la suma de los términos de una progresién geométrica de razén i.
l_
ii10-40 M0 i1 _ -D)G+1l) 2 ii-1 _ -2i _
i—1 i—1 i—1 (i-1)(F+1) -1 -2
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Por tanto: z=i-(3+ki)=—Fk +3i
|z|=A(=k)2+32 =k +9
|z|=5 —> Vk2+9=5 — k1=2, k2=—2

32 ;Para qué valores de x es imaginario puro el cociente x—_4.z?
x+i

x—4i_(x—4i)(x—i)_x2—4+ —Sx_;

x+i (x+2) (x—1) x4l w241

Para que sea imaginario puro, ha de ser:

2_4 x=2
=0 o =0 < T

x2+1

33 Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus argumentos n/3, y la
suma de sus médulos 8.

* Lldmalos 1y y sy y escribe las condiciones que los relacionan.

L=3

s

r+s=38
=

o+f= 3

o-B=0°

Hallamos sus médulos:

L=3 |r=3s
s

35+5=8; 45=8; s=2; r=06
r+s5=8

Hallamos sus argumentos:

o+BoX
+P 3¢ a=p; 2B=£;B=%;OL=%
o-B=0 3

Los nimeros serdn: 65 v 2.6

34 El producto de dos niimeros complejos es 29g. y el cubo del primero dividido por el otro es
(1/2) oo. Hallalos.

Llamamos a los nimeros: z=7, y w=sp

r-s=2

ra-5B=2900< a+B=90°

73/:=1

b’ (1) <2

B 2 Joe 300—-B=90°

res=21 L o29 , ) 1> 5=2.13=2
S 3727:2—>r:1—>r:

=g s=27 —1(no vale)

— 400=90°+360° %k — a:w; £=0,1,2,3

300-B=0° 4



Unidad 6. Niimeros complejos VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

Hay cuatro soluciones:

z1=lype sy = w1 =227 =213 = 26750
Zy=1112:30 = Wy =2337:3¢

z3=1lo02030 = W3=2607°30' = 2247°30’
24=1392:30 = W4=2g77°30 =2 15730

35 El producto de dos nimeros complejos es —27 y uno de ellos es igual al cuadrado del otro. Cal-
culalos.

Llamemos z y w alos complejos buscados.

{zw=—27 = w3=27 = w=¥-27 = w=327 150 =3 (150 3603 k=0,1,2

z=w2

*Si k=0 — wl=360°=3(co:60°+z’xen60°)=%+3fi

&

zy=w} =(3402) 2 = 91200 = 9 (cos 120° + 7 5en120°) = — 9,243

0|

2
*Si k=1 — wy=3,400=3(cos180°+7 sen180°)=-3

2y =w5=(3150°) > =990 =9 (cos 0°+7 sen 0°) =9

eSi k=2 — ws=33000=3(ms300°+i&en300°)=%— 3fi
Z3 = w% = (33000) 2 = 92400 = 9 (6'05 2400 +1 sen 2400) = —% — 9f i
Hemos obtenido tres soluciones del problema.
36 Halla, en funcién de x, el médulo de z = i+—§;

Demuestra que |z| = 1 para cualquier valor de x.

| g|=| L [ A1
I—xil 1442

O bien:
_ d4xi _ (1+x7) (1 + xd) _ 1+x2+2xi= 1—x? s 2x

1—xi (1—xi) (1+xi) 1+ x2 l+x%  1+x?
2= 1—x2 2+ 2x 2=\/1+x4—2x2+4x2= xt 22241 _ (1+x2)2=ﬁ=1

1+x2 1+x2 (1+x2)2 (1+x%)2 (1+x2)2
3'7 Halla dos niimeros complejos conjugados sabiendo que su suma es 8 y que la suma de sus mé-

dulos es 10.
z2+z=8

\z!+|§|=10} Como |z|=|z| = |z]=5

Si llamamos:
z=a+bi = z=a—bi
g+2=a+bi+a—bi=2a=8 — a=4

|z|=|Z|=4a?+b6*={16+b%=5 — 16+62=25 — b*=9 — b=2+9=13

Hay dos soluciones:
z1=4+3i > z;=4-3i

22=4—3i - 22=4+3Z'
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38 Representa grificamente los resultados que obtengas al hallar %-2-27 y calcula el lado del

tridngulo que se forma al unir esos tres puntos.

220 = 3825 = V22254 360° 13 = V2750 s 1207k
Las tres raices son:

%)= 275

Z2= ‘/5195"

z3=12315°

2
zZ <
2

N,
.53

Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno:
[2=(ﬁ)2+(ﬁ)2—2ﬁ.ﬁ505120°:2+2—4<—%):4+2:6
/=16

39 Dibuja el hexdgono cuyos vértices son los afijos de §/~64.
:Obtienes el mismo hexigono con los afijos de %/64i; 4/64; 4—6442
Compruébalo y representa los resultados obtenidos.
=64 = 64150 = 21504 3600165 #=0,1,2,3, 4,5
*Si k=0 — 21 =250=2(cos30°+i sen30°) =3 +i

*Si k=1 = 2y=290-=2(cos 90° +7 sen 90°) = 2i

e Si k=2 — z3=21500=2(c05150°+z'5m150°)=—«/§+i
*Si k=3 — z4=25100=2(cos 210° +7 5en 210°) = =3 —i
*Si k=4 = 25=25700=2(cos 270° +i 5en 270°) = —2i

e Si k=5 — 26=23300=2(005330°+z'sen330°)=«/3—i

Representacién gréfica:

2
z, .- lz
3q.4 L3
. 1
:
' 1
\
Z4‘\ 0%
%5

No se obtiene el mismo hexdgono porque las raices sextas de dos niimeros distintos son diferentes. Se
obtienen hexdgonos girados con respecto al primero. Veamos los siguientes casos:
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%JT:m:z@ouaGo%)/a; k=0,1,2,3,4,5

.Sl /€=0 — Zl=2150

g2
*Si k=1 = 2,=25 SIS
*Si k=2 = 2z3=235 \:zl
*Si k=3 = z4=295 e '
“Si k=4 > z=2gs | SN I
*Si k=5 = z5=235 Zs
%=GJ6TW=2(O°+3GO°k)/6; k=0,1,2,3,4,5
*Si k=0 — z =24
¢ Si k=1 — z,= 24 "'3 ---------- .5’3
*Si k=2 = 2z3=2y
*Si k=3 = z4=28 zj :zl
©Si k=4 = z5=254 . 3
*Si k=5 = z5=23 Zs' .......... "ZIG
mzmzzmouaeo%/é; k=0,1,2,3,4,5
*Si k=0 = 21 =25 5
*Si k=1 = 2z, =25 Sl .
©Si k=2 — 23= 245 % ;
©Si k=3 = z4=2p5 :
*Si k=4 = z5=255 | 2
*Si k=5 = z5=235 zp Tl \

%5

40 Halla los niimeros complejos que corresponden a los vértices de estos tridngulos equildteros.

3

Como los afijos estdn en los vértices de un tridngulo equildtero, los nimeros complejos son:
a) 2 =39p-=3i

2y=3510°=3(cos 210° + i sen 210°)=—32—“/§_%l’

23 =33300 =3 (cos 330° + i sen 330°) :32_‘/3_%1-
b) Zq =300 =3

Z2=3120°=3(605120°+ism120°)=_%+ 3fl-
z3=3240°=3(€05240°+i:en240°)=_%_ 3«2/31.
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41 ;Pueden ser las raices de un complejo z los nimeros 2,50, 21990 217205 2244 ¥ 2316°¢ En caso
afirmativo, halla z.

* Comprueba si el dngulo que forman cada dos de ellas es el de un pentdgono regular.
28° +72°=100° 100° + 72° = 172°
172° + 72° = 244° 244° + 72° = 316°
Si son las raices quintas de un ndmero complejo. Lo hallamos elevando a la quinta cualquiera de ellas:
z= (258)° = 321400
42 El nimero complejo 34y es vértice de un pentdgono regular. Halla los otros vértices y el nime-
ro complejo cuyas raices quintas son esos vértices.
Los otros vértices serdn:

3112" 31840 3256" 33280

El ntimero serd: z = (349:)° = 243

43 Una de las raices cibicas de un niimero complejo z es 1 +i. Halla z y las otras raices ciibicas.

l+i= «/5450
Las otras raices ctbicas son:
ﬁ45°+120° = ﬁlGS" 15165"+120° = ‘/5285"

Hallamos z:

z=(1+1)2=(245")> = /81350 =8 (cos 135° + i sen 135°) = «/7(—£+ %)-—2+21

44 Busca dos nimeros complejos cuya suma sea -3 + 37 y que una de las raices cuadradas de su
cociente sea 2i.
Sean z y w los nimeros complejos buscados. Entonces,
z+w=-3+3i zr+w=-3+3i > —4dw+w=-3+3i > w=1-i
z N2 g
— = 2l = —
w (2) z=—4w

z2=—4(1-7)=—4 + 4i
3+bz

45 Calcula el valor que debe tener & para que el médulo de seaigual a 2.

—3+bi _ (B+b)(1+20)  3-6i+bhi+2bi® _-3-2b, b-6;
1-2i  (1-29)(1+2i) 1+4 14 14

Como el médulo de este ntimero debe ser 42, obtenemos:

PR 5

14
5"1;645 22 5 562-347 — 191_4/34 by=— ,/34

46 Expresa cos40. y sen 40, en funcién de sen 0. y cos 0, utilizando la férmula de Moivre. Ten
en cuenta que (@ + b)% = a* + 4a5b + 6420* + 4ab’ + b
4

3 4

O + 47 cos OL sen OL — 6 cos? OL sen® oL — 4i cos OL sen® o, + sen oL =

4

cos 400 + 7 sen 40 = (cos O + i sen ) 4 = cos

4

= cos* 0L — 6 cos? oL sen® oL+ sen® oL+ 1 (4 cos® OLsen O — 4 cos OL sen> o)

De aqui obtenemos que:

4 4

cos 401 = cos* oL — 6 cos? O sen? oL + sen® o

sen 401 =4 cos® oL sen oL — 4 cos O sen> O,
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4'7 Un pentdgono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de sus vértices en el
punto (2, 42). Halla los otros vértices y la longitud de su lado.
El punto (/2,42) corresponde al afijo del nimero complejo z = V2+42i=2 450+
Para hallar los otros vértices, multiplicamos z por 1-,.:
2 =217 =-0,91+1,78;  z3= 2,49 =—1,97 — 0,31
24 = 25600 =—0,31 = 1,97i 25 = 23330 = 1,78 = 0,91
Los otros tres vértices serdn:
(-0,91; 1,78)  (-1,97;-0,31)  (-0,31;-1,97)  (1,78;-0,91)

Hallamos la longitud del lado aplicando el teorema del coseno:

[2=22+22-2.2c0572°

P=4+4-4.031

[>=8-1,24 [
1?=6,76

/= 2,6 unidades

48 El afijo de 3 + 27 es uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen de coordenadas.
Halla los otros vértices y el drea del cuadrado.

Si tenemos un vértice de un cuadrado centrado en el origen, para calcular los otros vértices tenemos
que multiplicar por i = 1 y asi hacer giros de 90°.

z21=3+2i zy=(3+20)i=-2+3i z3=(-2+3i)i=-3-2i z4=(-3-20)i=2-3i
Los otros vértices serdn: (=2, 3), (-3, -2) y (2, -3).
La diagonal del cuadrado mide: 2|z;|=2v9+4 =213 porque estd centrado en el origen.

El 4rea del cuadrado es (usando la férmula del 4rea de un rombo):

A=72‘/ﬁéz‘/ﬁ - 26 u?

49 ;Puedenser z,=2+14 z,=-2+1, 23=—1-2i y z4=1-24, las raices de un niimero complejo?
Justifica tu respuesta.
No, porque sus afijos no se encuentran en los vértices de un po-

ligono regular centrado en el origen. Podemos comprobarlo en el z,
siguiente grafico:

L 2
43

50 Sean A, B, C, D los afijos de los niimeros z, = 4; 2; = 1'2” Zps 2y = %zl; 23 =

a) ;Cudles son las coordenadas de 4, B, C, D?

b) Calcula dj = |2y — 2|5 d; = |21 —2,|; d, =|2,— 25| e interpreta geométricamente estos niime-
ros.

¢) ;Cudnto mide la linea poligonal ABCD?

a) zg=4 z1=%«4=2+2i z2=%~(2+2i)=(1+i)2=2i z3=1+i~2z’=—1+i

Los afijos son: A(4, 0); B(2,2); C(0,2); D(-1, 1).



Unidad 6. Niimeros complejos VENENENSACHILLERATO)

51

53

83

Matematicas |

b) dy=|4—(2+2i)|=|2-2i]=48=242
dy=|2+2i-2i|=|2]=2
dy=|2i—(=1+3)|=|1+i|=42

2
=

Las distancias calculadas forman una progresién geométrica de razén

N

¢) Lalinea poligonal ABCD mide 2242+42=3/2+2

Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean:
a)l+iyl-i b) 57 y —-5i ©)2-3iy 2+3i d)4-iy 1+2i
A x—Q+)][x-0=)]=x*-Q=)x—1+Hx+(1—-i3)=
=x2—(1—i+l+)x+(1-D)=x*-2x+2=0
b) (x —57) (x +57) = x% + 5 — 5xi — 252 =x2 +25=0
o) [x—=2-3)][x—2+3)]=(x—-2-3:) (x—2+3i) =
=x? = 2x +3xi — 2x + 4 — 6i — 3xi + 6i — 912 = x> —4x +13=0

d) En este caso, la ecuacién de segundo grado no tendrd coeficientes reales porque las soluciones no
son nimeros complejos conjugados.

[x—(4d—)][x—(1+2)]=(x—4+7) (x=1-2)=x2—(5+)x+6+7i=0

2

Halla el valor que debe tener 7 para que 1—27 sea una solucién de la ecuacién z*—mz+5=0.

Calculamos las soluciones de la ecuacién:

mAm* =20 _m . [m?-20
2

= +

2 4

m*—20 _4-20 _ 4
4 4

Comprobamos ahora cudles son las soluciones si 7 = 2.
z= % +y—4=1+2;

Luego, en efecto, 1 —2i es una de ellas.

Z =

Si %:1 — m=2 —

Resuelve estas ecuaciones:
a)2z+3i-2=3+zi
b)(5+4)z=3z+4i-2

o (1-izt=1+i

d) (i23 _ i37)z — 2i22 _ 3i19

=3 _3; _A_g_a: _5-3i_ (5-3)Q2+4i) _13—i
a) 2z—2i=3-3i+2 = z(2-i)=5-3i —> z= T G-h2+d 5

b) (5+1)z—3z=4i—2 — (+i)z=di—2 — z=4i=2 _21Q+) _,,
2+1 2+1

1+1¢ «/z «/z

z)= =+

2 1+i s (1+)(1+9) ) (1+4)? 2 22
) D T ) O F T 2 < i 2 2

d) (ie)z=2(1)=3(i) = —2iz=-2+3i > z=‘2—£i3"=—%—
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54 Halla los nimeros complejos z y w que verifican cada uno de estos sistemas de ecuaciones:

a) z+w=-1+2i
z—w=-3+4i

z2+2w=2+1
iz+w=5+5i

z+w=—1+2i
a) ¢ Sumando miembro a miembro:
z—w=-3+4i

22=—4+6i —> z=-2+3i
w=(=1+2{)—(-2+3i)=1-i

Solucion: z=-2+3i; w=1—1i

Zz+2w=2+i
, . Multiplicamos por -2 la 2.2 ecuacién y sumamos:
iz+w=5+5i

(1-2i)z=-8-9i — z==8=91_9_5;

z+2w=2+1
1-2;

—2iz—2w=-10-101

we 2+i—(2-57) _6i _

> 231

Solucion: z=2—5i; w=3i

55 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

{z+w=—1+2i b){z—uI=5—3i

iz+(1-2)w=1+3i Q+i)z+iw=3-3i

a) Multiplicamos por —i la primera ecuacién:

—iz—iw=i+2 ] )
) . ¢ Sumamos miembro a miembro:
iz+(1-)w=1+3;

—iw+(1-Dw=i+2+1+3i > (1 -2)w=3+4i

_3+4i_ (3+4)(1+24)  —5+10i _ .
T T S R

z=—1+2i—w=-1+2i+1-2i=0
Solucion: z=0; w=-1+2i

b) Multiplicamos por i la primera ecuacién:
zi—wi=5i+3

} Sumamos miembro a miembro:

Q+d)z+wi=3-3i
zi+(2+40)z=5+3+3-3i > (2+2{)z=6+2i

oo 6+2i (6+2)(2-2) 16-8i ,

2+2i 4 4f2 8 -t

w=z-5+3i=2—-i—-5+3i=-3+2i

Solucion: z=2—i; w=-3+2i
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56 Resuelve las siguientes ecuaciones:
)z +22-2=0
b)23-322+2+5=0
0 zt-722-144=0
dz4+222+2=0
a) Usando el método de Ruffini, obtenemos:
P+z2-2=(2—-1)(z%+22+2) = z,=1

242242=0 — z= 2248 V24‘8:—1¢i S zy=—l4i, zy=—1—i

b) Usando el método de Ruffini, obtenemos:
22 =322 +2+5=(2+1) (2> —42+5) > z,=-1

_ 4+J16-20

22— 4z+5=0 > z 3

=2+ > Z2=2+i, Z3=2—i

o) z%-72"~144=0
Se trata de una ecuacién bicuadrada. Haciendo el correspondiente cambio de variable, obtenemos:
22=-9 = z=+/9=+3i > z,=3i, z,=-3i
72216 > z=+4/16=+4 — z3=4, z4=—4

d) 2% +22242=0

Se trata de una ecuacién bicuadrada. Haciendo el correspondiente cambio de variable, obtenemos:

ZZ=M=_111'

2
22 =—1+i=y2135 = 2=\2135 = ¥20135: 36000725 #=0,1 = z;=4267,5 2,= 42247 5°

22=—1—i=y2205 —> z=yy2225 = 4@(225%360%)/2; k=0,1 — z,= 4«5112,5‘*; Zy= 4«5292,5"

57 Halla los nimeros complejos cuyo cuadrado sea igual a su conjugado.

2

Buscamos los nimeros tales que z°=7%.

En forma polar, (r,)? =7,

P=r {7’(7’—1)=0 {’"1=0’ rp=1

— -
300=0°+360% oy =0° o, =120° 05 =240°

("2)20L=7—oc - {

200=—-0

{71 =0 — z;=0 esuna solucién

ry=1 = zy=1g, 23=11505 24=1,4¢ son lasdemds soluciones

(Para calcular los valores de o hemos igualado 30t a 0°, 360° y 720°.)
Los nimeros son:

z21=0 z=1p zZ3=1l1 24=1y0
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M Interpretacién grafica de igualdades y desigualdades entre complejos

58 Representay describe con palabras cada una de estas familias de niimeros complejos:

a)Rez=2 b)Imz-=1
c)Rez<0 d-1<Imz<3
e)2<Rez<5 f)|z]<3
g) Arg z = 45° h) 0° < Arg z < 90°
a) b)
1
2
19) d)
3
0
-1
e) f) 3
V2% %7\
YV
7 %
-2 5 /13
X ;
%Y.
g h)
4‘0

|

59 Representa los nimeros complejos z tales que 2+ z =-3.
* Escribe z en forma bindmica, siimale su conjugado y representa la condicidn que obtienes.
Llamamos z = x + iy.
Entonces: z=x—1iy

3

Asi, z+z=x+iy+x—iy=2x=-3 — x=—%

Representacién:
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60 Representa los niimeros complejos que verifican:
a)z=-2 b)|z+2|=3 o|z-z|=4
a) Z=x+i) > Z=x—1)

z=—2 = x—iy=—x—-iy = 2x=0 — x=0 (es el ¢je imaginario)

b) z+z=x+iy+x—iy=2x
2x=3—)x=3/2
Z12l2x |
‘z+z’ ’ x‘ 3<2x=—3—>X=—3/2

C) zg—z=x+iy—z+iy=2yi

|2—z|=| 2pi|=| 29| =4 <

2y=4 — y=2
2y=—4 — y=-2

2

22

61 Escribe las condiciones que deben cumplir los nimeros complejos cuya representacion grifica
es la siguiente:

a) b) ) c)
1
T e P
d) , e) W ) ;// f)
W /éﬁ 3
1 -3 Z 4%2

*En a), b) y f) esunaigualdad. En c) y d), una desigualdad. En e), dos desigualdades.

a) Rez=-3 b) Imz=2 c)-1<Rez<1
Do< ) —3<Rez<2 ¢ 3

< =
)0<tmz< ¢ 2<Imz<3 I
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Cuestiones tedricas

62

63

64

65

66

:Se puede decir que un nimero complejo es real si su argumento es 0°2

No, también son reales los nimeros con argumento 180° (los negativos).

Si z =7, ;qué relacién tienen con z los ndimeros 7, 1g90 ¥ 73600 _ %
7o+ 180° = —2 (opuesto de 2)

7360°— o, = 2 (conjugado de 2)

Comprueba que:

a) z+w=3z+w

b)z.w=z-w

c) kz=kz,con kcR

z=a+bi=ry = zZ=a—bi=ry50_g,

w=c+di=r'y > w=c—di=r35_p

Q) z+w=(a+0)+b+d)i = z+w=(@+c)—(b+d)i
zrw=a—-bivc—di=(a+co)—(b+d)i=z+w

b) x-w:(r-r')OHB - z-—w=(r-r')36oo_(a+ﬁ)
z-w=(r-7"360 0+ 360° - p=r7") 360" (0 + ) =Z W

) kz=ka+kbi — kz=la—kbi

kz = ka — kbi = kz
Demuestra que ‘l‘=i.
zl |z|

L=i=<i> (L) N ‘_’=L=L
Z "o, 7/ —o 7 /360° - o Z r ’Z‘

El producto de dos niimeros complejos imaginarios, ;puede ser real? Acliralo con un ejemplo.

Si. Por ejemplo:
z2=1 w=1

z-w=i-i=i*=-1€lR

Pagina 165

67 Representa el niimero complejo z = 4 — 3Z. Multiplicalo por 7 y comprueba que el resultado

que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de 90°.

iz=4i—3i%=3+4i

3+ 4
/
/|
)4
oo
N
N
N
4-Bi
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68 ;Qué relacién existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?

Se diferencian en 180°. Si el argumento del nimero es 0., el de su opuesto es:

180° + o

69 ;Qué condicién debe cumplir un nimero complejo z = a + bi para que z = 1,
z

* Halla é, e igualaa a-— bi.

1__1 _ a—bi _a=bi __ _ ;.
e ar b arba—b) ey Y
a_ _ a_ 2. 72 2,52 _ .
m_a =4 +b* = a“+b°=1 (mddulo1)
—b

_=b ___y .
2. Ha de tener médulo 1.

70 Sean z y w dos niimeros complejos tales que |z| = ¥2 y |w| = 2. Justifica si las siguientes
igualdades son verdaderas o falsas:

a) |z + w| =242 b) |3z| = 342 o|z-w|=2 d)‘%‘=g
Para resolver este problema debemos tener en cuenta que |z > =z z:
Zz=a+ bi — z';=(a+éi)(a—bi)=az+/72=|z|2

a) Falso, porque z+ w representa la diagonal del cuadrado cuyos lados son z y w. Por tanto, su
longitud no puede ser la suma de las longitudes de los lados.

b) Verdadero.
Si z=a+bi > 3z=3a+3bi

132 |=|3a+36i|={(3a)2 +(36)% =3Va* + b2 =3| z|=342

¢) Verdadero. El mddulo del producto de dos niimeros complejos es el producto de los médulos, tal
como hemos visto en las operaciones en forma polar.
|z w|=|z|-]w|=42-y2=2

d) Verdadero. En forma polar %= % = (%)_a y, por tanto, el médulo del inverso de un ndmero
complejo es el inverso del médulo.

‘L’ 1 1 42
Z

NEEZE

71 Si z=71, y w=sp, ;qué relacién debe existir entre 0. y [3 para que ocurra cada una de las
siguientes afirmaciones?

a) z+ w es imaginario puro.

b) z/w es un nimero real.

¢) - w estd en la bisectriz del primer o tercer cuadrante.
a) z-w:ra-55=(r-s)(x+[_>,

Por tanto oL+ 3 =90° o o + 3 =270° esdecir, f=90°-0, =450~ o B=270°-a, B=630°-o0.
b)£=’_0c=<i>

w s slo-B

Por tanto, ot —B=0° o o0 — P = 180° es decir, B=0c o B =0 —180°

19) Z'W=”(x‘5[i=("'5)oc+[i

Por tanto, o+ 3 =45° o o+ =225° esdecir, f=45°—0, B=405°-0 o B=225°-0, B=585~0.
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72 Sea z# 0 un nimero complejoy w = — 5t 71’. Justifica que los afijos de z, zw y zw? son

los vértices de un tridngulo equildtero.

Elafijode zw=2z- (115 esel punto que se obtiene girando z un dngulo de 120° respecto del origen
de coordenadas.

De la misma forma, el afijo de zw? = z- (1,4) es el punto que se obtiene girando z un dngulo de
240° respecto del origen de coordenadas.

Por tanto, los afijos de los tres nimeros complejos estdn en los vértices de un tridngulo equildtero.

Para profundizar

73 Halla los niimeros complejos cuyo cubo coincide con el cuadrado de su conjugado.

Si el nimero complejo es 7, tenemos que:

3_,2

%
300=—-20

()3 = () > () 30= () 2 = {’

P —r2=0
- -
500=0°+360°%

2 (r—1)=0

- —
500=0°+360°k

N 7’1 =0, 72=1 N
oy =0, 0, =72° 03=144°, 04 =216°, ot5=288°

{7’1 =0 — 2;=0 esuna solucién

=l = zp=1¢0, 23=170, 24=1 440 25=1515> 25=128g son las demds soluciones.

LOS nﬁmeros son: O, 100, 1720, 11440, 12160 y 12880.

74 Si el producto de dos ntiimeros complejos es —8 y dividiendo el cubo de uno de ellos entre el otro
obtenemos de resultado 2, ;cudnto valen el médulo y el argumento de cada uno?

z=71y
w=r'B , , o r-r'=8
—8=850° ro"rﬁz(r'r)(uB: 180° o+p3=180°
2=2¢
3 7.3 3 7’3=
(ra,) =#=<7'> =200 SN rr
VB 7'[3 r 3(X—B 3(X4_B=OD
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Asi:
=t ,
rer = r 8 3 4 r=
=— > 16=r* -
73—27'} o2 2 4 {r'=4
7y =—
2
o+pB=180° o =45°
o+300=180° = 40.=180° —
300=f B=135°

Por tanto, z =250, w=4%;350

75 Calcula el inverso de los nimeros complejos siguientes y representa graficamente el resultado
que obtengas:

a) 3,3
b) 2;
c-1+1¢

:Qué relacién existe entre el médulo y el argumento de un niimero complejo y de su inverso?

egee(3),- ()
Lo de (1) (1
33 3u3 \3)ws \3/su3

3 ;
HTILmr3 =TS

—1/2i

Q) —1+i=y2135

AL Al
“lvi 2135 \V2) i35 \W2/p50 2 2

Si z =7, entonces 1 =<l> .
Z  \T/360°-o
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76 Representa grificamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada caso?
a)lz—(1+4)|=5
b)|z—-(5+2i)|=3

a) Circunferencia con centro en (1, 1) y radio 5.

(1)

-

b) Circunferencia con centro en (5, 2) y radio 3.

AN
/[ 3 N\
ﬁ 06,2
A\ /
N ]

77 Escribe la condicién que verifican todos los niimeros complejos cuyos afijos estén en la circunfe-
rencia de centro (1, 1) y radio 3.

|z—(1+9)|=3

78 La suma de los nimeros complejos z2=a+ 3i y w=b - 5i dividida por su diferencia es un
nimero imaginario puro. Prueba que z y w han de tener el mismo médulo.

z+w=a+b-2i
z—w=a—b+8i

a+b—2i

" =ki con b nimeroreal = a+b6—-2i=(a—b+ 8i)ki —
a—b+8i

a—b=—2

— a+b—-2i=-8k+k(a-0b)i — {
k

avb=—8k  |+b=-8k
Dka-bt)

Multiplicando miembro a miembro obtenemos: % —4?=16

Por otro lado:

|z|=4a?+3%2=4a®+9
|w|=y6%+(=5)2 = 6%+ 25

Para que los médulos sean iguales, deberfa ser:

Va2 +9=4b?+25 = 4?+9=b6*+25 — 4?>—b?>=16 y esto es exactamente lo que hemos obtenido

a partir de los datos del problema.
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79 Sea z un nimero complejo cuyo afijo estd en la bisectriz del primer cuadrante. Comprueba que
z-1-4

~ es un niimero real.
z+1+1

El nimero complejo que estd en la bisectriz del primer cuadrante es de la forma z =4 + 4i.

a+vai—1—i a-1+(@-1)i [a-1+(a-1)d-[a+1-(a+1)i]

a+ai+l+i  a+l+(a+1)i  [a+l+(@+D)i-la+1-(a+1)i]

_ (a-1)(a+)—(a-1)(a+1)i+(@a—1)(a+1)i—(a—1)(a+1):* _
(a+1)%+(a+1)?

, que es un numero real.

_2@-1)(a+l) a-1
2(a+1)? a+l

Autoevaluacién
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1 Efectiia y representa la solucién.
(3-2i)*—(1+i) (2-14)

-3+
(B-2)2-(1+)Q2—4) _9+4*-12i—(2—i+2i—i") _5-12i-3—i _
—3+1i —3+1i -3+
_Q2-13)(3-49) _—6+13/2-2i+39i _-19+37i __19 37
(-3+4)(-3-1) 9_;2 10 10 10
Z
2
2

& Calcula z y expresa los resultados en forma binémica.

4 _—«/§+i
z= 7
z—(_B+i ‘
“\

Pasamos numerador y denominador a forma polar:

r=y(=y3)2+12=2

—3+i< 1

rgoc:—E - o=150°
J2i = 2900
2 4 @--- - e 1
z:<ﬂ> =(V260) 4= dpg0r — 2 =4 (cos 240° + i sen 240°)
2900 :
-3
z=4<_%_i§)=—2—26i
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3 Halla a2 y b para que se verifique la igualdad:
5(a—2i)=(3+i)(b-1i)
5a—10i=3b—i*-3i+bi — 5a-10i=3b+1+(-3+b)i

Toualando | Sa=3b+1 b 4
gualando las componentes | |, 1 — =7, a=—

4 Resuelve la ecuacién: z2—10z+29 =0
Zl = 5 + 21
Zz = 5 — 2l

10£°16 _ 10+4i
S

Soluciones; z; =5+ 2i, z=5-2i

5 Calcula el valor que debe tomar x para que el médulo de X2 gon igual a 2.

x+2i _ (0420 (A48 w42+ xiv2i _ x—2+(x+2)i _ x-2 LX+2

1-i  (1-9)(1+4) 1- 42 1+1 2 2
Médul \/(x—2)2 <x+2>2 D) x*+4 D) x*+4 4
e L A W B A T S B
X1=2
2 2
— x’+4=8 > « =4<x2=—2

Soluciones: x; =2, x,=-2

6 Halla el lado del tridngulo cuyos vértices son los afijos de las raices ciibicas de 43 — 4.
2= Y443 4i

Expresamos 443 — 4i en forma polar:

r=y(44y3)%+(-4)2=8 A=z

go=—L - 0=330° 43— 4i=830

3
z1=2110° 0
3 3
2="/8330 = ¥8330° +360%%3 2y =25300 3es,
ZS = 23500
C=z,

En el trigngulo AOB conocemos dos lados, OA= OB =2, y el 4ngulo comprendido, 120°. Aplicando
el teorema del coseno, obtenemos el lado del tridngulo, AB:

AB*=224+22-2.2.2¢005120°=12 — AB=y12=33 u

7 Representa grificamente.

a)l<Imz<5 b)|z|=3 ) z+z3=-4

a) 5 b) 3 Qa+bita—bi=—4 — 2a=—4 — a=-2

—
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8 Halla dos nameros complejos tales que su cociente sea 2,50 y su producto 18..
T8 91500 = L=25 00— P=150°

5[3 s

7oc'5[3=1890° — r.5s=18; OL+B=90°

Resolvemos los sistemas:

{L=2 {a—[}ﬂso*’

r-s=18 o+B=90°
Obtenemos:

r=6 o=120°

{s =3 {B =-30°=330°

Los ntimeros son 6;,ge y 333(. Otra posible solucién es: 6309: y 315

9 Demuestra que z-z = |z|%
Supongamos que z =« + bi. Entonces:

2-Z=(a+bi)(a—bi)=a®—abi+bai—b*i=a* + b* =| 2 [*

10 Calcula el valor de cos 120° y de sen 120° a partir del producto 1ggo - 13..
Loge 1300 =1 (cos 90° + 7 sen 90°) - 1 (cos 30° + 7 sen 30°) =

(31 1 4B
-z-(2 vig ==
Loge 1300 =1190-=1(cos120° + 7 5en120°) = —% + gi — ¢0s120°= —%; sen120° = g
11 Halla el nimero complejo z que se obtiene al transformar el complejo 2 + 37 mediante un giro
de 30° con centro en el origen.
Multiplicamos por 130, =1 (cos 30° + 7 sen 30°).

z:(2+3i)-1300:(2+3z’)(§+i%>

2+ 3i

_ i.z . 36
z= 3+2z +z+—2 i
2y3-3 2433 .
z= > + 5 i



